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Introduccion

Esta tesis aporta resultados de existencia y unicidad de soluciones de vis-
cosidad para ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden en variedades
riemannianas y resultados de existencia de ceros y puntos fijos para funciones
conjunto-valoradas en variedades riemannianas, que se demuestran aplicando
teorfa de célculo subdiferencial (resultados contenidos en su mayoria, en las refe-
rencias [7] y [8]). Como referencias bdsicas para el cdlculo subdiferencial se
pueden consultar [9] y [27], entre otras, donde podemos ver la amplia perspectiva
que nos ofrece el campo.

Uno de los primeros objetivos que nos planteamos al comenzar este trabajo
doctoral, fue continuar las fructiferas investigaciones que dieron lugar a la tesis
doctoral de Fernando Lépez-Mesas (cuyos principales resultados estan publica-
dos en [4] y en [5]), entre cuyos resultados se demostré la existencia y unicidad
de soluciones de viscosidad para ecuaciones de Hamilton-Jacobi en variedades
riemannianas (ver [21]).

Esta extension a ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden, nos
llevé a profundizar mucho mas en el campo de la geometria riemanniana, in-
troduciendo asi conceptos geométricos y propiedades que necesitabamos de la
funcion distancia entre dos puntos de la variedad.

Combinando estas propiedades con las ideas de las demostraciones de los
resultados de M.G. Crandall, H. Ishii y P.L. Lions (ver [10]) y otra literatura a
la que ellos aluden, fuimos capaces de concluir con nuestro objetivo.

Por otro lado, también en relacién con el calculo subdiferencial, y mas con-
cretamente con el calculo subdiferencial proximal, nos adentramos en la teoria del
punto fijo y de la bisqueda de ceros de funciones del tipo G + H en variedades
riemannianas, donde G y H son funciones conjunto-valoradas y cumplen una
serie de propiedades que mas adelante detallamos.

Introducimos una definiciéon en variedades riemannianas andloga al concepto
de derivada gréfica o contingente para un espacio de Hilbert (que introdujo
Aubin en [1]), con la que trabajamos para concluir resultados que, en parte, son
novedosos incluso para espacios de Hilbert (no sélo para variedades riemannia-
nas). Resultados de este tipo se han conseguido en espacios de Banach usando
otro tipo de herramientas (ver por ejemplo [25]).

También hacemos mencion a la regla de la suma para subdiferenciales en
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R™, que consiguieron R. Deville y El Haddad para el caso de primer orden (ver
[11]) y para el de segundo orden (ver [12]) y que nos propusimos extender a
variedades riemannianas. Como para el primer orden ya era conocido (ver [5]),
nos encaminamos para conseguir lo mismo para segundo orden, pero el resultado
no fue el esperado, ya que obtuvimos un resultado "hibrido” (luego concretaremos
a qué nos referimos con esto), y por ello este resultado no lo enviamos a publicar.

El trabajo esta organizado en cinco capitulos.

El primer capitulo ”Preliminares”, incluye conocimientos basicos sobre va-
riedades riemannianas. Recordamos el concepto de distancia en una variedad
(que se define a través del infimo de las longitudes de caminos que unen dos pun-
tos en la variedad), y en particular hacemos referencia también a las geodésicas,
y a las geodésicas minimales que seran los caminos con los que trabajaremos en
variedades riemannianas. Recordamos, por otro lado, la definicién de indice de
inyectividad en un punto x € M en la variedad iy(x), y el indice general de la
variedad 7j,.

Incluimos también la nocién de campos vectoriales y campos de Jacobi en la
variedad, que han de cumplir la ecuacién de Jacobi

JU(t) + R('(1), J () (1) = 0,

donde 7y : [0,1] — M es una geodésica. Vemos las propiedades de estos campos y
recordamos las férmulas de variacién de la energia, necesarias para estudiar las
propiedades de la siguiente expresion

!
/0 (X, X7 — (R(Y, X)/ X))t

que se denota por (X, X), y que serd relevante para demostrar en el capitulo
2, algunas propiedades de la funcién d(z,y)? que seran necesarias mas adelante
para concluir el resultado de comparacion de soluciones de viscosidad de EDPs
de segundo orden en variedades riemannianas.

Por otro lado, como en el tercer y cuarto capitulo trabajaremos con solu-
ciones de viscosidad de ecuaciones F(z,p,(,Q) = 0, donde F' : X — R,y
X = {(z,r,(,A) : x € M,r € R, € TM,,A € L*(TM,)}, se incluyen las
definiciones de las propiedades que necesitaremos cumplan estas funciones, co-
mo por ejemplo que sea eliptica degenerada.

También se recuerda en el primer capitulo la definiciéon grupo de Lie, ya que
serd de vital importancia en el quinto capitulo.

En el segundo capitulo analizamos algunas propiedades del hessiano de la
funcién d?(z, y) que dependeran del signo de la curvatura seccional de la variedad
riemanniana (por ello en el primer capitulo se recuerda el concepto de curvatura
seccional en la variedad).



En particular demostramos, para el hessiano de la funcién d?(z,y), en una
variedad riemanniana M, con curvatura seccional positiva, que

oz, y) (v, Lyv)® <0

para todo v € TM,, con z,y € M lo bastante cercanos para que d(x,y) <
man{iy (x),ia(y)}. Mientras que si M tiene curvatura seccional negativa en-
tonces

d*o(x, y) (v, nyU)Q >0

para todo v € TM,, x,y € M, tales que d(x,y) < min{iy(x),in(y)}.

En el caso de curvatura seccional negativa, si la curvatura seccional K de M
estd acotada inferiormente, es decir K > — K|y, entonces conseguimos la siguiente
acotacion

d*p(2,y)(v, Layv)* < 2Kod(z, y)*||v]|*

para todo v € TM, y x,y € M con d(z,y) < min{iy(z),in(y)}.

En el tercer capitulo ” Célculo subdiferencial de segundo orden en variedades”,
recogemos las principales herramientas relativas al calculo subdiferencial y que
seran clave para la demostraciéon de los resultados que recogemos en los capitulos
4y 5.

Aparte de los resultados en la linea de esta tesis, el andlisis no regular en va-
riedades ha encontrado aplicaciones importantes como herramienta para obtener
resultados en campos muy diversos tales como, por ejemplo, la geometria con-
forme (ver [17] y [32]).

Asi empezamos recordando la definicién de subdiferenciales y superdiferen-
ciales de viscosidad de segundo orden en variedades riemannianas y mas con-
cretamente de los conjuntos J**, J>~ y sus clausuras 72’+, 757, Més concre-
tamente, se define el "subjet”de segundo orden de f, una funcién semicontinua
inferior, en un punto x € M por

J* f(x) = {(dp(z), d*p(z)) : ¢ € C*(M,R), f—p alcanza un minimo local en z}.

Si (¢, A) € J* f(x), decimos que ¢ es una diferencial de primer orden y A es
una subdiferencial de segundo orden de f en =x.

De la misma forma, para una funcién semicontinua superior g : M —
[—00, 00), el "superjet”de segundo orden de g en x es

J*g(x) = {(dp(z), d*p(z)) : ¢ € C*(M,R), g—¢ alcanza un méximo local en z}.

Y las clausuras se obtienen de forma andloga; para una funcién semicontinua
inferior f se define

TF(@) = {(C, A) € TM; x L(TM,) : Han, Coy An) € MxTM?, x L(TM,,)
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t.q. (o, An) € T2 f(xn), (@n, f(20), Gus An) — (, f(),¢, A},
y para una funcién semicontinua superior g en M se define

T g(x) = {(¢, A) € TM? X L(TM,) : H2n, Cuy An) € M XTM?. x L(TM,,)

t.q. (Gus An) € J2’+g(xn)7 (Tn, 9(70n), Cuy An) — (2, 9(2), ¢, A)}-

Extendemos las definiciones de subsolucion y supersolucion de viscosidad a
EDPs en variedades del tipo

F(x7 T7p’ Q) - 07

con F': X — R. Decimos que una funciéon semicontinua superior u : M — R es
una subsolucion de viscosidad de la ecuacion F' = 0 siempre que

F(z,u(z),(,A) <0

para todo z € M y (¢, A) € J*Tu(z). De igual forma, una supersolucién de
viscosidad de F' = 0 en M es una funcién semicontinua inferior u : M — R tal
que

F(z,u(x),(,;A) >0

para todo x € My ((,A) € J> u(z). Si u es a la vez una subsolucién de
viscosidad y una supersolucién de F' = 0, decimos que u es una solucién de
viscosidad de ' =0 en M

En nuestra opinién tiene mucho sentido trabajar en la busqueda de soluciones
de viscosidad ya que son un tipo de solucién natural para ecuaciones que no
tienen soluciones clasicas, como por ejemplo la ecuacion eikonal. Ver por ejemplo
[13], donde los autores construyen una funcién 1-Lipschitz definida en una bola
cerrada B en R”, n > 2, que es diferenciable en la bola abierta B, y tal que
|Vu(z)|| = 1 en casi todo punto, pero Vu(0) = 0, esto es que la ecuacién
eikonal ||[Vu(x)|| =1 en B, u = 0 en 0B, admite soluciones que son diferenciales
en todo punto y son distintas de su tinica solucién de viscosidad que es la funcién
distancia al borde OB (y que no es diferenciable en todo punto pero que es méas
natural desde punto de vista simétrico).

Las soluciones de viscosidad para la ecuacion eikonal en variedades rieman-
nianas han sido estudiadas en [5, 22, 21]).

Ademads recordamos la definicién de subdiferencial proximal (de primer or-
den) y las caracterizaciones equivalentes que se pueden dar (ver [5]), y que
usaremos para demostrar los resultados del capitulo 4.

En el tercer capitulo, también incluimos las diferentes nociones de conver-
gencia que podemos encontrar o considerar en variedades riemannianas y las
equivalencias entre ellas, demostrandolas por no haber encontrado una referen-
cia explicita para ello. Obtenemos en particular, las siguientes equivalencias:



i) si A, converge continuamente a Ay : TM,, x TM,, — R entonces A,
converge en norma a Ag;

ii) si ¢, converge continuamente a (o € T'M;; entonces ¢, también converge
en norma a (p,

donde A,, es una sucesion de formas bilineales simétricas A, : TM,, x
TM,, — Ry (, es una sucesion de formas lineales ¢,, € TM; .

Por otro lado, en este capitulo, extendemos el resultado que se demuestra en
el Teorema 3.2 de [10], que es el resultado principal que nos llevara al principio
de comparacion de soluciones de viscosidad (del capitulo 3) y que nos dice:

Sean §; C M; abiertos (finito-dimensionales) y @ = Qy xQy C My X My = M.
Sea u € USC(Q),v € LSC(Qy) y ¢ € C* en Q y sea

w(x) = u(z) —v(y), para (v,y) € Q

Sea (,y) un maximo local de w — ¢ en 2. Entonces para todo € > 0 existen P
y @ formas bilineales, P : TM; x TM; — Ry Q : TMy x TM; — R, tal que

0 —2+ 0 o

(a—xw(f@),P)GJ U(i)Y(a—ysO(z)),Q)eJ v(9)

1 P 0 )
_ | = < <
(E—l—HAH)I_(O _Q>_A+€A

donde A = d*p(z,7).
No fue inmediata la extensién ya que en [10], se aplicaba para R" = M,
o(z,y) = 2llz — y||* y la matriz

()

-1 I )’
que era la segunda derivada de la funcion ¢, y que al aplicarla a vectores del
tipo (v,v) hacfa que la parte derecha de la desigualdad anterior se anulara,
obteniéndose asi P < Q).

La extensién natural en variedades es tomar ¢(z,y) = $d*(x,y), y nece-
sitdbamos que fuese diferenciable, esto no fue problema al considerar una bola
donde z e y estuviesen lo suficientemente cerca (bastaba demostrarlo para una
bola). Lo que no es inmediato al trasladarlo a variedades es la desigualdad de
las matrices, ya que la segunda derivada de la ¢ estd definida en T'M, x T'M,,
y tenemos que aplicarlo a vectores (v, L,v) donde L, es el transporte paralelo
de = a y, para intentar conseguir que esa derivada sea menor o igual que cero y
asi obtener que

P < Ly, (Q)
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(donde L,,(Q) se define como

(Lye(Q)v,v) := (Q(Lyyv), Lyyv)).

En el caso de curvatura seccional no negativa, ya hemos mencionado que
d*¢(z,y) (v, Lyv)? < 0, de lo que se sigue la misma desigualdad, pero para M
con curvatura seccional negativa, la desigualdad es falsa, y por eso usamos la
otra acotacion:

d*p(,y)(v, Loyv)* < 2Kod(z,y)* |||,

y entonces, suponiendo que F' tenga una propiedad de continuidad uniforme en
las variables en x y D?*u(z) podemos concluir también el principio de compara-
cién.

Ademas, y como hemos anunciado antes, en este capitulo incluimos como
resultado la regla de la suma ”hibrida”, cuyo enunciado es el siguiente:

”Sea M una variedad riemanniana con curvatura acotada inferiormente. Sean
u1, U funciones semicontinuas superiores, tales que u; : M — R. Sea xqg € M,
v ((,Q) € J*"(u1 + ug)(xo). Entonces para todo € > 0, existen (¢1,Q1) €
72’+u1(x1) y (G, Q2) € 727%62(952) tales que

i) d(x1,2z0) < ey d(za,x9) <e

i) [ur(z1) — wi(2o)| <€y [ua(za) — ua(zo)| <&

lll)Hgl + LSL‘2I1(C2) - onm (C)Hxl <ey ||Q1 + LIzﬂcl (QQ) - Ll‘oﬂm (Q)Hxl <e’.

Este puede ser considerado un resultado hibrido, en el sentido de que, dando
como dato un par (,Q) € J*>(uy + ug)(zo), obtenemos ((1,Q1) € 72’+u1(x1)
y (2, Q2) € 72’+u2(:c2), en las clausuras de los superjet, y no en los superjet,
como nos gustarfa (y como ocurre en el caso euclideo).

En el cuarto capitulo conseguimos extender algunos de los resultados inclu-
idos en [10] para soluciones de viscosidad de ecuaciones en derivadas parciales
de segundo orden en variedades riemannianas.

El estudio de las soluciones de viscosidad para ecuaciones de Hamilton-Jacobi
en variedades riemannianas ya habia comenzado en [5, 21, 20]), y ahora lo con-
tinuamos para ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.

Buscamos soluciones para el problema de Dirichlet en variedades riemannia-
nas:

u=f en Of)

Con lo visto en el tercer capitulo acerca de la extension del Teorema 3.2 de
[10], generalizamos a variedades riemannianas el principio de comparacién para
soluciones de viscosidad de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden,
cuyo encunciado es el siguiente:

Sea ) un conjunto abierto acotado de M, sea F' : X — R propia y que
satisface las siguientes condiciones:

{ F(x,u(z),du(z),d*u(x)) =0 en Q
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1. existe v > 0 tal que
’Y(T_S) < F(JI,’I“,C,P)—F(I',S,Q,P)
para r > s,

2. existe una funcién w : [0, 00] — [0, 0] que satisface w(0+) = 0 tal que
F(y,r, aexp,*(z), Q) — F(z,r, —cexp, (y), P) < w(ad(z,y)* + d(z,y))

siempre y cuando z,y € ), r € R, P,() € T5 ;M y ademas se cumpla que

1 I 0 P 0 2
_(ga + HAaH) < 0 I ) S ( 0 _Q ) S AO& +€CMA0¢7
1

donde A, es la matriz hessiana de la funcién ¢, = §d(z, Y2y Eq = SATALD

Sea u € USC(2) una subsolucién y v € LSC({2) una supersolucién de F' = 0
en Qyu <wven d). Entonces u < v en (2.

Por otra parte, y en relacion a la existencia de soluciones, el método de Perrén
se extiende facilmente a variedades riemannianas, de la siguiente manera:

Supongamos que podemos aplicar el criterio de comparacion para el problema
de Dirichlet, es decir, si w es una subsoluciéon y v es una supersolucion del
problema de Dirichlet, entonces w < v. Supongamos también que existe una
subsolucién u y una supersolucién u del problema de Dirichlet que satisface la
condicién frontera u,(z) = @*(z) = f(z) para z € 092. Entonces

W(z) = sup{w(z) : u <w <@y w es una subsolucién del problema de Dirichlet}

es una soluciéon del problema de Dirichlet. En lo anterior usamos la siguiente
notacion
{ u*(z) = limy o sup{u(y) y € Qy d(y,z) <7},
uy(z) = lim, ginf{u(y) :y € Qy d(y,z) <r}.

En particular conseguimos la existencia de soluciones de viscosidad para la
ecuaciéon u + G(x, du, d*u) = 0.

En el quinto capitulo ” Puntos Fijos y Ceros para funciones conjunto-valoradas
en variedades riemannianas”, nos introducimos en la teoria del punto fijo y en la
busqueda de ceros. Lo hacemos para funciones conjunto-valoradas en variedades
riemannianas. Trabajamos con derivadas graficas al igual que Aubin ([1]) que
concluyé resultados de existencia de puntos fijos y del teorema de la funcién
inversa. Por otro lado (como ahora detallaremos), Mordukhovich y Outrata (ver
[24]) usaron también la derivada contingente de la subdiferencial de una funcién
para resolver un problema de friccién no mondétona.
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Para variedades riemannianas damos la siguiente definicién de derivada grafi-
ca de funciones conjunto-valoradas:

Consideramos una aplicacién conjunto-valorada G : M = M, y un punto
xog € M. La derivada gréfica (o derivada contingente) de G en xq para yo € G(x)
es la aplicacién conjunto-valorada DG(zo|yo) : Tyo M — T, M definida por

v € DG(xolyo) siy solo si 3h, € T, M, v, € T,,)M,3t,, | 0 tal que

(h,v) = limy(hn, vn) ¥ €xpy, (tavn) € G(expy, (tahn))

Introducimos la siguiente definicién de condicién de derivabilidad débil:

Decimos que una aplicacién conjunto-valorada G : M = M satisface la
condicién de derivabilidad débil, (WDC) para abreviar, para una constante po-
sitiva Ky, si para cada xg, zg € M tal que d(G(zo), 20) < ip(20), hay h € T, M,
|7l =1,y v € DG(olyo)(h) tal que <6$29;01(20)av> > Kod(z0,Y0), donde yo €
G(z0) con d(zo, G(xg)) = d(yo, 20)-

También incluimos una condicion tipo Lipschitz, que llamaremos propiedad
de Aubin, para nuestras funciones conjunto valoradas y que es la siguiente:

Decimos que una aplicacién conjunto-valorada H : M = M tiene la propiedad
de Aubin con moédulo L siempre y cuando para todo zy,z9 € M y para todo
y1 € H(xy), hay un yy € H(xs) que satisface d(y1,y2) < Ld(z1,x2).

Exigimos a la variedad que sea completa y, en el caso en que tengamos que
sumar puntos de la variedad, que tenga estructura de grupo de Lie abeliano,
para que la distancia sea invariante por traslaciones. Para demostrar nuestro
lema principal (que es una especie de regla de la cadena para la derivada grafi-
ca) usamos caracterizaciones y propiedades de la subdiferencial proximal. El
enunciado del lema es el siguiente:

Sea G : M = M una aplicacién conjunto-valorada, y definimos ¢ : M —
R por ¢(z) = d(z0,G(z)). Asumimos que ¢ € D~ p(xg), con ¢(xy) > 0. Si
Yo € G(xg) satisface que ¢(xg) = d(yo, 20), v € DG(zo|yo)(h) y la funcién
xr — d*(x, %) es C? en yp, entonces llegamos a que

—exp,(20)

0= i, 2)

Y

y por tanto para h # 0, tenemos

exp,(20) v

> Y
0= ety z0) TN
mientras que
——exp;()l(zo) v) >0
d<y07 ZU) N

cuando h = 0.
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Llegamos asi al resultado principal, que nos asegura la existencia de ceros:

Sea M una variedad riemanniana completa con una estructura de grupo
de Lie abeliano. Sea a € M. Sea G : B(a, R) = M una aplicacién conjunto-
valorada que satisface (WDC) para Ky > 0. Sea H : M = M una aplicacién
conjunto-valorada y que tenga la propiedad de Aubin con médulo L < K.
Supongamos también que para cada z € B(a, R), al menos uno de los conjuntos
G(zx), H(z) es compacto, y que d(—H (z),G(x)) < ip. Entonces la ecuacion
Op € F(x) = G(x) + H(x) tiene una solucién en B(a, R) siempre que F'(a) N
B(0, R(Ky — L)) # 0.

Y con similar demostracion llegamos al resultado principal del punto fijo:

Sea M una variedad riemanniana completa con una estructura de grupo de
Lie abeliano, y a € M. Sea G : B(a, R) C M = M una aplicacién conjunto-
valorada, y Ky > 1. Supongamos que G satisface la condicién (W DC) para K.
Sea H : M == M una aplicaciéon conjunto-valorada con la propiedad de Aubin
con médulo L < Ky — 1. Supongamos también que para cada x € B(a, R) al
menos uno de los conjuntos G(x) y H(z) es compacto, y que d(z—H(x), G(z)) <
in- Entonces la aplicacion F(z) = G(z) + H(x) tiene un punto fijo en B(a, R)
siempre que F(a) N B(a, R(Ky — L — 1)) # 0.

Ademas en este tltimo capitulo, hacemos mencién de que nuestros resultados
constituyen otro método para asegurar la existencia de solucion de la ecuacion
del tipo

0 € Ay + p(z) + 0¢(By) (B)

donde z € R", A es una matriz de rigidez m x m definida positiva, p : R" — R™
es un vector diferenciable relacionado con las fuerzas externas y B es una matriz
m x m no singular definida por una férmula de cuadratura. La funcién ¢ es de

la forma
m

$(z) = ¢i(z) z€R™,

i=1
y las funciones ; que se utilizan son las siguientes

(—k?l + k‘geo)zi + %(60)2 si zZi < —e€p,

. —klzi — %(Zl)z sl 2 € [_607 O)a
pilz) = 1z — %(Zi)2 si 2z €10,e),
(k?l — k2€0)Zi + %(60)2 si Zj Z €0,

donde ey > 0, ky > 0, y ky > 0 son parametros dados, que Mordukhovich y
Outrata tratan de otra forma (ver [24]).

Los resultados principales de este capitulo nos permiten deducir otros coro-
larios y aplicaciones ttiles, también en el caso de funciones univaloradas, y que
de hecho, nos permiten mejorar los resultados conseguidos en el articulo [3].
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se incluiran nociones y resultados en variedades riemannia-
nas que se habran de tener en cuenta para entender los siguientes capitulos.

Vamos a considerar campos vectoriales, el funcional energia y sus féormulas
de variacion, que nos permitirdn en el siguiente capitulo analizar propiedades
del hessiano de la funcién d?(x,y) en una variedad riemanniana y éstas a su vez
seran claves para el desarrollo del capitulo 3.

Ademas también se recuerda la nocién de grupo de Lie, para tratar el ultimo
capitulo.

Lo primero es recordar la definicién de variedad riemanniana.

Definicién 1.1. Una variedad riemanniana (M, g) es una variedad M de clase
C* modelada sobre un espacio de Hilbert H (posiblemente infinito-dimensional),
tal que para todo p € M eziste un producto escalar g(p) = g, = (.,.)p en el
espacio tangente TM, ~ H en el punto p, de modo que ||z|, = ({z,z),)"/?
define una norma equivalente en T'M, para todo p € M y la aplicacion p €
M — g, € L*(TM,) es una seccidn de clase C™ del fibrado o5 : So — M de las
formas bilineales simétricas.

Si una funcion f : M — R es diferenciable en p € M, la norma de la
diferencial df (p) € T* M, en el punto p se define por

1df () |lp = sup{df (p)(v) : v € TM,, ||vfl, < 1}.

Dado que (T'M,, ||.||,) es un espacio de Hilbert, tenemos una isometria lineal que
identifica este espacio y su dual (T*M, ||.||,). De este modo podemos identificar

df (p) € T*M,, con el vector gradiente de f, V f(p) € TM,, es decir,
(Vf(p),v), =df(p)(v) para todo v € T'M,,.

Para definir la distancia entre dos puntos de la variedad, necesitamos intro-
ducir el concepto de longitud de caminos. Para un camino v : [a,b] — M, de

15
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clase C!, definimos su longitud por

L(y) = /

Esta longitud depende solamente de la imagen «[a, b], y no de como se mueven
los puntos v(t). De forma mds concreta, si h : [0,1] — [a,b] es una funcién
continua y mondtona, entonces L(y o h) = L(7). Diremos que un camino 7y es
una parametrizacién por la longitud del arco, cuando v : [0,7] — M satisface
} %(S)HW(S) = 1 para todo s, y en este caso

Ll0) = /
0

para cada r € [0,T]. Para dos puntos p,q € M definimos la distancia d entre p
y ¢ como

D)

ds.
dt s

v(s)

D)

o ds=r

v(s)

d(p,q) = inf{L(7) : v es un camino de clase C* que une p y ¢ en M}

cuando p y ¢ estan en la misma componente conexa de M,y d(p,q) = oo en el
caso contrario. Entonces d es una métrica en M (denominada g-distancia en M)
la cual define la misma topologia que la dada en M. Para esa métrica definimos
la bola cerrada de centro p y radio r > 0 como

By(p,r) ={qe M :d(p,q) <r}.

Como vamos a trabajar con campos vectoriales en la variedad, recordamos
su definicién.

Definicién 1.2. Un campo vectorial X en una variedad diferenciable es una

aplicacion de M en el fibrado tangente T M. El campo es diferenciable si la

aplicacion X : M — T'M es diferenciable. St dim M < oo, esto ocurre si y solo

si X(f)(p) = df (p)(X(p)) es diferenciable para todo f diferenciable.
Denotamos el espacio de campos vectoriales en M por X (M).

Para cada par de campos vectoriales X e Y podemos asociar un campo
vectorial [X, Y] definido de la siguiente forma:

(X, Y](f) = XY (f) =Y X(f).

Ahora vamos a definir lo que se entiende por conexién en una variedad di-
ferenciable.
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Definicién 1.3. Una conexion V en una variedad diferenciable M es una apli-
cacion
v X(M) x X(M) = X(M)
que se denota por (X,Y) — VxY y que satisface las siguientes propiedades:
1. fo+gyZ = fVXZ +gVyZ

2. Vx(Y+ Z) =VxY +VxZ.

5 Va(fY) = [VAY £ X(f)Y.
donde X,Y,Z € X(M) y f,g son diferenciables.

Para el caso concreto de variedades riemannianas podemos definir las si-
guientes propiedades de las conexiones:

Definicién 1.4. Una conezxion V en una variedad riemanniana M es compa-
tible con la métrica st y solo si

X(Y,Z) = (VxY, Z)+ (Y,VxZ), X,Y,ZeX(M).

Definicién 1.5. Una conexion V en una variedad M es simétrica si

VXY—VyXZ[X,Y] X,YEX(M)

A partir de ahora, en una variedad riemanniana M, trabajaremos con la
conexiéon de Levi-Civita, que es caracterizada por el siguiente teorema.

Teorema 1.6. Dada una variedad riemanniana M, existe una unica conexion
V en M que satisface las siguientes condiciones:

1. 'V es simétrica

2. 'V es compatible con la métrica riemanniana.

A partir de ahora V denotara la conexiéon de Levi-Civita.

Con esta conexion podemos definir una derivaciéon covariante a partir de
ella, que nos permita diferenciar campos vectoriales en la variedad M. Esta
viene dada por la siguiente proposicion.

Proposicién 1.7. Sea M una variedad riemanniana y V la conexion de Levi-
Cita. Eziste una unica correspondencia que asocia a cada campo vectorial V' a
lo largo de la curva diferenciable ¢ : I — M otro campo vectorial % a lo largo
de ¢, al que llamamos la derivada de V' a lo largo de c, tal que:
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D(v+w)=2r DV
D(fv) = V + fBY, donde W es un campo vectorial a lo largo de ¢ y f
es una funcwn diferenciable en I.

3. Si 'V es inducida por un campo vectorial Y € X (M), es decir, V(t) =
Y (c(t)), entonces 2Y = VaY

También denotaremos 2 = V'(t) cuando no haya lugar a ambigiiedad.

El campo VY es la derivada de Y respecto a X. Cuando dim M < oo,
si pensamos en M como variedad inmersa en algin espacio R™ (esto es posible
gracias al teorema de Nash), la forma natural de diferenciar un campo vectorial Y’
con respecto a otro campo vectorial X en un punto p € M seria extender X e YV’
localmente a campos vectoriales diferenciables X y Y definido en un subconjunto
abierto RM conteniendo a p, para calcular (usando el cdlculo diferencial en R™)
el vector

DY (p)(X(p))

(que de hecho, es lo que llamamos la derivada direccional de Y en p en la direccién
X (p) = X(p), que en general no tiene porqué pertenecer a T'M,), y después
proyectar este vector en el espacio tangente T'M,,. Se puede comprobar que el
vector de T'M,, que se obtiene por este método no depende de las extensiones
X y Y y que la operacién descrita satisface las propiedades de la conexion de
Levi- C1V1ta. Se sigue que

VxY = [DY (p)(X(p))]",

donde la derivada D es la diferencial usual de las funciones definidas en espacios
euclideos, y v' denota la proyeccién ortogonal de un vector v € Ry en T'M,, o
lo que es lo mismo, la componente de v que es tangente a T'M,,.

De la propiedad (3) de la proposicién 1.7 podemos deducir que V xY (p) solo
depende del vector X (p) € TM, y de los valores de Y a lo largo de una curva
¢:(—e,e) = M con ¢(0) = py d(0) = X(p). Es decir, se puede calcular
VxY(p) tomando una curva ¢ : (—e,e) — M con ¢(0) = py ¢(0) = X(p),
y calcular BY|,_4 donde V(t) = Y(c(t)). Si consideramos M como variedad
inmersa isométricamente en algiin R™, eso es equivalente a calcular la derivada
usual (o vector velocidad) de la curva t — Y(c(t)) en R™ en t = 0, y luego
proyectar esta derivada en 1'M,,.

Si V, W son campos a lo largo de una curva c entonces la derivada de la
funcién t — (V(t), W (t))e) se calcula de la siguiente forma:

d DV DW
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Definicién 1.8. Decimos que un campo V' es paralelo a lo largo de v cuando

DV (t)/dt = 0.
Con esta nocién podemos recordar la definicion de transporte paralelo.

Lema 1.9. Sea v : 1 — M una curva, tg yt; en I.

1. Para cada Vo € T M, ) existe exactamente un campo vectorial paralelo V
a lo largo de vy tal que V(ty) = V.

2. La aplicacion
pPh

to,y T M) — TMyy)
que asocia a cada Vy el valor V(t1) del campo vectorial paralelo determina-

do en (1) es una isometria lineal que denominaremos transporte paralelo.

Demostracion. Basta considerar el caso |, contenido en una carta (u, M’).
En el caso contrario subdividirfamos el intervalo [t,?;] en un ndmero finito de
subintervalos cuyas imagenes estuvieran contenidas en una carta. Si ponemos
uo~y(t) =wu(t) y I' es el simbolo de Christoffel asociado a la carta (u, M') de la
derivada covariante considerada en M, que V() sea paralelo equivale a

DV, 4V

du
=0 ) (5.vo) o

dt

Asi, el enunciado del lema es consecuencia de los resultados estandar para ecua-
ciones diferenciales ordinarias de primer orden, es decir al ser una ecuaciéon
diferencial lineal, la aplicacién solucién Vo — V(1) que para cada Vp me da un
V(1) es lineal(y tiene la misma norma que ;). O

Denotaremos por L, , al transporte paralelo que equivale a Pfolﬁ
la geodésica minimal que une ~y(ty) = = con y(t;) = y.

Si identificamos de forma candnica el espacio de formas bilineales simétricas
de T'M, con el espacio de aplicaciones lineales de T'M, a T'M,, tenemos que

Lyo(Q) = L) QLa,

donde v es

para Q € L2(TM,).
Por tanto traza(L,,Q) = traza(Q), y deti(Ly(Q)) = deti(Q), donde
det, (A) se define como el producto de autovalores no negativos de A.

Definicién 1.10. Una geodésica v es un camino de clase C™ que satisface la
ecuacion

Dd,y(t)/dtd’y<t)/dt = 0.
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Si esta geodésica tiene por longitud la distancia entre sus puntos extremos, se
denomina geodésica minimal (o minimizante).

Observaciones 1.11. El simbolo de Christoffel, I', usado anteriormente se de-
fine mediante sus coordenadas, o simbolos de Christoffel, que son los coeficiente
de la conexién V, en el sistema de coordenadas (U, x), es decir, en funcién de
los vectores base

Vi, X; =Y ThHX,,
k

y tenemos que
S gt g Py
: 9k = 5 axig]k 835]-9’“ axkgz] )
donde g;; son los coeficientes de la métrica, es decir
9ij = (Xi, Xj)
km)

y como la matriz (gx,) admite una inversa, de coeficientes (¢g"), obtenemos que

1 0 0 0
K 2Zk {8wig]k+8xjgk (%ng]}g

lo que prueba el caracter intrinseco del concepto de geodésica y transporte pa-
ralelo (véase [14, Remark 3.7]).

Si consideramos la ecuacién

d*uf(t) du du
Vayyady(t)/dt = —7= + (u(t)) (%’ %) —0,

los resultados estdndar para ecuaciones diferenciales de segundo orden nos
dicen que para cada X € T'M existe un intervalo J(X) conteniendo al 0 y una
geodésica v = yx : J(X) — M con dVd—(tO) = X. El par (yx,J(X)) esta univo-
camente determinado si elegimos J(X) maximal con respecto a la propiedad
anterior. Si reformulamos ligeramente la ecuacion anterior obtenemos la exis-
tencia de un entorno abierto TM de X en T'M tal que para todo V € T'M, la

geodésica Yy (t) estd definida para |t]| < 2.

Definicién 1.12. La aplicacion exponencial exp : TM — M se define como
exp(V) = (1),

y la restriccion de exp a la fibra T M, en TM se denota POT EXP,.
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A continuacién se exponen algunas propiedades de la funcién exponencial.
Para la demostracion del teorema véase [18] y [19].

Teorema 1.13. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Entonces para cada x €
M eziste un nimero v > 0 tal que la aplicacion exp, : B(0,,r) C TM, — M
esta definida y verifica:

1. exp, : B(0,,0) — By(x,0) es un difeomorfismo bi-Lipschitz C*, para
toda 6 € (0,r].

2. exp, transforma segmentos que pasan por 0, y estan contenidos en B(0,,r)
en geodésicas en By(x,r).

3. dexp,(0,) = idryy, .

En particular, teniendo en cuenta la condicion 3, para cada C' > 1, el radio
r puede ser elegido suficientemente pequeno para que las aplicaciones exp, :
B(0,,7) — Buy(z,7) y exp,' - By(x,r) — B(04, 1) sean C-Lipschitz.

Cualquier camino v que une p y ¢ en M y tal que L(vy) = d(p,q) es una
geodésica, y se denomina geodésica minimal (ver Corolario 3.9, pag. 73 [14]).
En lo que sigue, si no se especifica lo contrario, supondremos que un camino
geodésico esta parametrizado por la longitud de arco.

Mediante el transporte paralelo podemos calcular la distancia entre dos vec-
tores (o formas) que estdn en diferentes espacios tangentes 7'M, y T'M, (o en
diferentes duales de espacios tangentes, esto es, en diferentes fibras del fibrado
cotangente, T*M, y T*M,) siempre que exista una geodésica minimizante que
conecte los puntos x,y € M, de forma que y(tg) = x,v(t1) = y. Sean los vectores
v e TM, weTM,, entonces podemos definir la distancia entre v y w como el
nimero

lw = P, (@)ly = llv = PR, ()l

o lo que es lo mismo

lw = Lay (0)lly = [lv = Ly (w)]l

(esta igualdad es cierta porque Pé} es una isometria lineal entre dos espacios
tangentes, con inversa P,°).

Del hecho de que los espacios T* M, y T'M, son isométricamente identificables
por la férmula v = (v,.), podemos, de manera obvia, utilizar el mismo método
seguido en espacios tangentes, para medir distancias entre formas & € T"M y
n € T* M, que se encuentran en diferentes fibras del fibrado cotangente.
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Teorema 1.14 (Hopf-Rinow). Si M es una variedad finito-dimensional rie-
manniana completa y conexa, entonces existe al menos una geodésica minimal
que conecta dos puntos cualquiera de M.

En otro orden de cosas, para cualquier punto p dado, la afirmaciéon “g puede
ser unido a p por una unica geodésica minimal” es cierta para casi todo q € M;
ver [23]. Como es bien conocido, el teorema de Hopf-Rinow falla cuando M
es infinito-dimensional, pero Ekeland [15] probé (utilizando su principio varia-
cional) que, en infinitas dimensiones, el conjunto de puntos que pueden ser unidos
por una geodésica minimal en M es denso.

Teorema 1.15 (Ekeland). Si M es una variedad riemanniana de dimension
infinita, completa y conexa, entonces para cualquier punto p dado, el conjun-
to {g € M : q que pueden ser unidos a p por una unica geodésica minimal } es
residual en M, es decir contiene un Gg denso en M.

Definicién 1.16. Una variedad riemanniana M, se dice que es geodésicamente
completa cuando el intervalo mazimal de definicion de cada geodésica en M es

R.

Esto es equivalente a decir que para cualquier x € M, la aplicacién exponen-
cial exp, estd definida en todo el espacio tangente T'M, (aunque, no obstante,
exp, 1o es necesariamente inyectiva en T'M,). Sabemos también que toda var-
iedad riemanniana completa es geodésicamente completa. De hecho se tiene el
siguiente resultado (véase [19], p. 224 para una demostracién).

Proposicién 1.17. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Considérese las si-
guientes condiciones:

1. M es completa (con respecto a la g-distancia).
2. M es geodésicamente completa.

3. Para cualquier x € M, la aplicacion exponencial exp, estd definida en todo
TM,.

4.  Existe algun v € M tal que la aplicacion exponencial exp, estd definida en
todo T'M,,.

Entonces (1) = (2) = (3) = (4), y si suponemos que M es finito-
dimensional, entonces todas las condiciones son equivalentes a cinco:

5. Cada conjunto de M cerrado y dg4-acotado es compacto.
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Ahora recordaremos algunos resultados acerca de la convexidad en variedades
riemannianas.

Definicién 1.18. Diremos que un subconjunto U de una variedad riemanniana
es convexo si para cualquier z e y, x,y € U, existe una unica geodésica que une x

e v, tal que la longitud de la geodésica es igual a dist(z, y), y que esté contenida
en U.

Cada variedad riemanniana es localmente conveza, en el siguiente sentido.

Teorema 1.19 (Whitehead). Sea M una variedad riemanniana. Para cada
x € M, existe ¢ > 0 tal que para todo r con 0 < r < ¢, la bola abierta B(z,r) =
exp, B(0,,7) es conveza.

Este teorema justifica la necesidad de introducir la nociéon de variedad wuni-
formemente localmente convexa, que sera utilizada de manera relevante cuando
desarrollemos los principios variacionales y las ecuaciones en derivadas parciales
de segundo orden en variedades riemannianas.

Definicién 1.20. Diremos que una variedad riemanniana M es uniformemente
localmente convexa cuando existe ¢ > 0 tal que para cada z € M y cada r con
0 <r <clabola B(x,r) = exp, B(0,,) es convexa.

Definicién 1.21. El radio de convexidad de un punto x € M en una variedad
riemanniana M lo definimos como el supremo en R+ de los numeros r» > 0 tales

que la bola B(z,r) es convexa. Anotamos este supremo por ¢(M, x), y definimos
el radio de convexidad global de M como ¢(M) := inf{c(M,z) : = € M}.

Observaciones 1.22. 1. De las definiciones precedentes se concluye direc-
tamente que una variedad riemanniana M es uniformemente localmente
convexa cuando, y sélo cuando, ¢(M) > 0.

2. Por el teorema de Whitehead sabemos que ¢(M, X) > 0 para cada = € M.
En otro orden de cosas, la funcién z +— ¢(M, ) es continua en M, véase [18,
Corolario 1.9.10]. Consecuentemente, si M es compacta, entonces c¢(M) >
0, esto es, M es uniformemente localmente convexa.

También recordamos la definicién de radio de inyectividad que serd tenido
en cuenta méas adelante.
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Definicién 1.23. Se define el radio de inyectividad de una variedad riemanniana
M en un punto € M como el supremo en R+ de los nimeros r > 0 tales que
exp, es un difeomorfismo de clase C* entre la bola B(0,,r) y su imagen. Deno-
tamos este supremo por iy/(z). El radio de inyectividad de M lo definimos por
iy o= inf{ip(z):x € M}.

Observaciéon 1.24. Para una variedad finito-dimensional M, se prueba que
in () equivale al supremo de lo niimeros r > 0 tales que exp, es inyectiva cuan-
do la restringimos a la bola B(0,,r), véase [18]. Sin embargo, para variedades
infinito dimensionales no esta claro si esta afirmacién es siempre verdadera.

Observacién 1.25. Por el Teorema 1.13 sabemos que iy (z) > 0 para cada
x € M. También se tiene que la funcién x — iy (x) es continua en M [18,
Proposicién 2.1.10]. Consecuentemente, si M es compacta, entonces iy > 0.

Vamos a recordar la definicién de curvatura R de una variedad riemanniana

M ([14]).

Definicién 1.26. La curvatura R de una variedad riemanniana M es una cor-
respondencia que asocia a cada par X,Y € X (M) una aplicacion R(X,Y) :
X (M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VxyZ, ZeX(M),

donde V es la conexion riemanniana de M.

La curvatura en cada punto p € M solo depende de los valores de X, Y y
Z en p. Si trabajamos con M = R" entonces la curvatura R = 0, por tanto
podemos pensar que R mide la desviacion de M con respecto al caso euclideo.
También podemos definir la curvatura usando el sistema de coordenadas

{z;}, y en este caso como [;2-, 52-] = 0 tenemos que
g J

o 0 0 5
7 () o = (V¥ V)

y por tanto la curvatura mide la no conmutatividad de la derivada covariante.

Teorema 1.27. Llamemos (R(X,Y)Z,T) = (X,Y,Z,T). La curvatura R de
M tiene las siguientes propiedades:

1. R es bilineal en X (M) x X (M);
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2. R(X)Y):X(M)— X(M) es lineal;

3. RX,Y)Z+ R(Y,Z)X+ R(Z,X)Y =0;

4. (X,Y,Z2,T)=—-(Y,X,Z,T);

5. (XY, Z2,T)=—-(X,Y,T,Z);

6. (X,Y,Z2,T)=(Z,T,X,Y).
Definicién 1.28. La curvatura seccional de M en un punto p con respecto a
un plano generado por dos vectores v,w € T'M, se define como

(R(v,w)v, w)

K(p;v,w) = v AP

donde |v ANw| es el drea del paralelogramo definido por u y v en T'M,, es decir

v Awl = V[v[Pllwl]? - (v, w)?

Proposicién 1.29. La definicion K(p;v,w) no depende de v,w € T'M,, solo
depende del plano que ambos generan. Asi para cada subespacio bidimensional
P C TM, existe un numero K(p;P) tal que para cada par de vectores v, w
linealmente independientes se tiene

K(p,P) = K(p;v,w).

Ademas la curvatura seccional de M determina la curvatura de M en el
siguiente sentido: si R y R’ cumplen las propiedades del teorema 1.27 y ademaés
tenemos que

(R(v,w)v,w) (R'(v,w)v,w)

v A w|? a v A w|?

K(p;v,W) := =: K'(p;v,w),

entonces R = R'.

Necesitaremos trabajar con variaciones de curvas y con campos de Jacobi,
para después poder deducir propiedades de la hessiana de la funcién distancia
al cuadrado. Por tanto sera necesario que demos algunas definiciones.

Definicién 1.30. Sea 7 : [0,]] — M una curva diferenciable. Llamamos una
variacion diferenciable de v a una aplicacion diferenciable o : [0, 1] x [—¢,e] — M
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tal que a(t,0) = ~(t) para todo t € [0,1]. Ademds definimos a los funcionales
asociados de longitud y energia por

L(s) = L(a,) = / o (1)t

B(s) = Ela) = / OIRD

donde o es la curva variacion definida por as(t) = a(t,s) para todo t € [0,1].
El campo vectorial V' a lo largo de v definido por

V(t) = g—j(t,())

se llama campo variacional de c.

Se puede demostrar que cada campo vectorial a lo largo de v es el campo
variacional de alguna variacion a de y. Cuando v es una geodésica, diremos que
a es una variacion de v por geodésicas si las curvas t — «a,(t) son geodésicas
para todo s € [—¢,¢€].

Si aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz (a las funciones f = 1y
g(t) = ||aL(t)|| en el intervalo [0,1]) tenemos que

L(s)* < 1E(s),

para todo s € [—¢, ¢], con igualdad si y sélo si « estd parametrizada por el arco.
Es posible demostrar que, si v : [0,]] — M es una geodésica y a es una
variacion de v a través de geodésicas, entonces el campo variacional de «,

Oa
V(t)=—(t,0
(1) =5(t,0)
satisface la ecuacion de Jacobi
J'(t) + R(y'(t), J(t)Y'(t) =0 (JE)

para todo t € [0,]. Reciprocamente, para cada campo vectorial J a lo largo
de una geodésica v que satisfaga (JE), existe una variacion « de v a través de
geodésicas tal que el campo variacional de a coincide con J.

Definicién 1.31. Un campo vectorial J a lo largo de una geodésica v se dice
que es un campo de Jacobi cuando J satisface la ecuacion (JE).
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Si localizamos (JE) usando coordenadas, deducimos que (JE) es localmente
equivalente a un sistema lineal de segundo orden de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Por tanto, se sigue, que para cada v,w € T'M,) existe un tnico
campo de Jacobi J a lo largo de v tal que J(0) = v y J'(0) = w. Ademas, el
espacio vectorial de campos de Jacobi a lo largo de v es de dimensién 2n (donde
n es la dimensién de M), y si aadimos la condicién J(0) = 0 tiene dimensién n.

De acuerdo a lo anterior, los campos de Jacobi a lo largo de una geodésica y
coinciden con los campos variacionales de variaciones de v por geodésicas (ver
por ejemplo, Proposicién 4, Capitulo 8 de [29]).

Es posible demostrar que cada campo de Jacobi J a lo largo de v puede
escribirse de la siguiente forma

J(t) = f(&)Y () + T*(1),

donde f es una funcién lineal con valores reales, y J* es un campo de Jacobi a
lo largo de ~ tal que (¥'(t), J*(t)) = 0 para todo t.

Veamos ahora las férmulas de la primera y la segunda variacién del funcional
de la energia.

Teorema 1.32 (Férmula para la primera variacién de la energia). Sea
v : [0,a] — M wuna curva diferenciable, y sea « : [0,1] x [—¢,e] — M wuna
variacion diferenciable de v. Si E : [—¢,¢] — R es la energia de o, entonces

l
370 = V= [ vy

donde V = 92(t,0).

Una consecuencia de esta férmula es la siguiente caracterizacién de las geodésicas:
una curva 7y es una geodésica si y solo si para cada variacion « de vy con los
mismos puntos extremos (esto es «(0,s) = v(0) y a(l,s) = v(I) para todo s)
tenemos que E£'(0) = 0.

Teorema 1.33 (Férmula para la segunda variacién de la energia). Sea
v :[0,1] = M wuna geodésica, y sea o una variacion diferenciable de v, y E la
energia de o. Sea X el campo variacional de «, esto es X = %—?(t, 0). Entonces

1 D 0o el

l
F/0) = = [ (X 4R X0 )t (X0, X N G007 ()1

o equivalentemente

1 D O«

l
SE0) = /0 (X, X') = (R(Y, Xy, X))dt + (== (t,0),7' (1) [ =0
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A la expresion
I
X = (R X0 x0ar
0
se la denota por (X, X).

Corolario 1.34. Si a es una variacion de v a través de geodésicas entonces

! (6]
FE"0) = = [ (XX RO X)) (X0, X O G 007 () =

= 106X) + (2 520,007/ ()i

Veamos ahora la relacién entre los campos de Jacobi y los puntos criticos de
exp,. Consideramos la curva s — v(s) € T'M,, y denotamos v(0) = v,v'(0) = w.
Entonces la féormula

a(t, s) = exp,(tu(s))
define la variacién de y(t) = exp,(tv) a través de geodésicas, con campo varia-
cional

V(t) = dexpy(tv)(tw).

Tenemos que V(0) = 0, y V(1) = dexp,(v)(w). Se sigue que si v es un punto
critico de exp, entonces existe un campo de Jacobi J a lo largo de y(t) = exp,(tv)
tal que J(0) = 0y J(1) = 0. Se puede demostrar que el reciproco también es
cierto.

Definicién 1.35. Sea v : [0,1] — M una geodésica. Decimos que un punto ~(to)
esta conjugado con el punto v(0) si existe un campo de Jacobi no nulo J a lo
largo de v con J(0) =0 y J(ty) = 0.

Por lo tanto, si y(t) = exp,(tv), entonces p = v(0) y exp,(v) = v(1) son
puntos conjugados si y solo si v es un punto critico de exp,.

Proposicién 1.36. Sea v : [0,]] — M una geodésica sin puntos conjugados.
Entonces para cada v € T M) yw € TM,q) existe un tinico campo de Jacobi
a lo largo de v tal que J(0) =v y J(I) = w.

Observamos que si « es una variaciéon de una geodésica v : [0,1] — M con
puntos extremos fijos, y W es su campo variacional, entonces W (0) = 0, W (l) =
0, y para la energia F de su variacion a tenemos

%E”(O) — (W),
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Se puede demostrar que, si v : [0,]] — M es una geodésica sin puntos
conjugados, entonces I(W, W) > 0 para cada campo vectorial no nulo a lo largo
de v tal que W(0) = 0, W(l) = 0. Por otro lado, si 7 contiene puntos conjugados,
entonces existe algiin campo vectorial no nulo W a lo largo de v con W (0) = 0,
W(l) =0,y tal que I(W, W) < 0. Esto significa que, entre todos los caminos
cercanos con los mismos puntos extremos, una geodésica v minimiza la energia
(v la longitud) si y solo si 7 no contiene ningin punto conjugado.

Concluimos con un resultado que afirma que, entre todos los campos vec-
toriales de v con las mismas condiciones frontera, el tinico campo de Jacobi a
lo largo de 7 determinado con esas condiciones minimiza la expresiéon (X, X)
(siempre que 7y no tenga puntos conjugados).

Lema 1.37. Sea v : [0,]] — M wuna geodésica sin puntos conjugados, X un
campo de Jacobi a lo largo de v, y Z un campo vectorial diferenciable a trozos
a lo largo de v tal que X(0) = Z(0) y X(1) = Z(l). Entonces

(X, X)<I1(Z,2),

y la igualdad se da cuando Z = X.

Para la demostracién del lema ver [30].

En el capitulo siguiente veremos propiedades del hessiano de la funcion
d*(z,y) (distancia al cuadrado). Por ello, vamos a recordar que se entiende por
hessiano de una funcién ¢, C?, en una variedad riemanniana M, y se define
como

D2()0<X7 Y) = <VXVQ07 Y>7

donde Vi es el gradiente de ¢ y X,Y son campos vectoriales en M (ver [28],
pagina 31). El hessiano es un campo tensorial simétrico del tipo (0,2) y, para
un punto p € M, el valor D?p(X,Y)(p) solo depende de f y de los vectores
X(p),Y (p) € TM,. Asi podemos definir la segunda derivada de ¢ en p como la
forma bilineal d*¢(p) : TM, x TM, — R

(v,w) = d*o(p) (v, w) == D*p(X,Y)(p),

donde X, Y son campos vectoriales cualesquiera tales que X (p) = v, Y (p) = w.
Una forma para calcular d’¢(p)(v,v) es tomar una geodésica v con 7'(0) = v y
calcular

e ®)limo

lo que es lo mismo que d?¢(p)(v,v). A veces usaremos la notacién de d?p(p)(v)?

en vez de d*o(p)(v,v).
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En lo sucesivo, en particular en el capitulo 3, apareceran funciones de la
forma
F:xX—R

donde X = {(z,7,(,A):z € M,r e R, € TM,, A € L2(TM,)}.

Definicién 1.38. Dada una funcion F : X — R, decimos que es eliptica de-
generada siempre que
F(z,r,(,A) < F(x,r,(,B)

cuando B < A (siendox € M, r € R, ( € TM,, A, B € L2(TM,)).

Por ejemplo, son elipticas degeneradas las funciones del tipo F(x,r,(, A) =
—trace(A)y F(xz,r,(, A) = —det, (A), y ademds son invariantes por traslaciones
(por transporte paralelo), en el sentido de que

G(r,¢,A) = G(r, LyyC, LyyA)
para todo r € R,( € TM,, A € L2TM,).

Definicién 1.39. Dada una funcion F' : X — R, decimos que es propia siempre
que ademds de ser eliptica degenerada, se cumpla que

F(z,r,¢,A) < F(x,s,(,A)

cuando r < s.

Definicién 1.40. Decimos que F' : X — R es intrinsecamente uniformemente
continua si se cumple

|\F(y,7, LyyC, Ly P) — F(x,7,(, P)| = 0 uniformemente cuando y — .

Ahora recordaremos la definicién de grupo de Lie y algunas de sus propiedades,
nocion que sera necesaria en el capitulo 5.

Definicién 1.41. Un grupo de Lie, es un grupo G con una estructura de va-
riedad diferenciable tal que la aplicacion G x G — G dada por (x,y) — xy~?,
x,y € G, es diferenciable, y tal que las traslaciones por la izquierda L, y las
traslaciones por la derecha R, dadas por L, : G — G, L,(y) = zy; R, : G — G,

R.(y) = yz, son difeomorfismos.
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Decimos que una métrica riemanniana en GG es invariante por la izquierda si

(u,v)y = (d(Lg)yu, d(Lx)yv>Lz(y)

(donde hemos identificado d(L;), = d(L,)(y)). De la misma forma una métrica
riemanniana es invariante por la derecha en G si

(u,v), = (d(Rq)yu, d(Rx)yU>Rz(y)-

Una métrica riemanniana es bi-invariante si es invariante por la derecha y
por la izquierda. Luego, si trabajamos en un grupo de Lie abeliano, la métrica
riemanniana es bi-invariante, o lo que es lo mismo es invariante por traslaciones.
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Capitulo 2

Propiedades del Hessiano de la
funcién distancia al cuadrado

Vamos a dar unas propiedades de la matriz hessiana de la funcién distancia
al cuadrado, es decir M x M > (z,y) — d(x,y)? € R, que denotaremos:

o(z,y) = d(z,y)*.

Lo que nos sera 1util para el siguiente capitulo es saber en que variedades M,
tenemos que

d*o(z,y) (v, Lyyv)* <0 (2.1)

para todo v € TM,, con z,y € M, lo bastante cercanos para que d(x,y) <

min{inv(x),in(y)}-
Calculamos una parcial de esta funcién y obtenemos que

2 ) = 2d(e. ) o () = ~2ea;’ (o). (2.2)

La segunda igualdad se tiene, por ejemplo, usando la férmula de la primera
variacién de la longitud de arco (ver [28], p.90). De hecho, si a(t,s) es una
variacion a través de geodésicas de una geodésica minimizante y(t) con y = v(0)
y x = 7(l), donde | = d(x,y), y si L(s) denota la longitud de la geodésica
t — a(t,s), entonces

d

HLlma = [l = [ vy = v, T) - ). 7))

donde 1" = %—‘z‘ (luego V7T =0)y V = ‘3—2‘. Tomando un « tal que V es el
campo de Jacobi a lo largo de 7 que satisface V' (0) = 0, V(I) = v, tenemos que

od d

3= (#,9)(v) = 7= L(8)]s=0 =

. —1
- - (v, —ep; ().

o~ =

33
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De igual forma tenemos que

g—ju,y) — 2d(z, y>g—g<x, y) = —2eep; (). (2.3)

Observamos que

090(

S @)+ Lo 0) =0 = o) + Lo ). ()

ox dy

Derivando otra vez en las expresiones (2.2) y (2.3), obtenemos que

O ) =2 (% (x, y><v>) 2, ) 5 )0

8% ad ad 8%d

T2 ()0, 0) = 250 (7, ) ) ) + 200 ) ) 00
L)) =2 (g—ju,ym) +2d(e,0) S50 y) (W)

entonces, si tomamos w = Lg,v y sumamos las dos primeras ecuaciones, y luego
usamos (2.4), obtenemos

0%

82
@(%y)(v)QJF i

0xdy

02d , 0

(0, 9) (v, Loyv) = 2d(z. ) { (2. 9)(0, Luyv)

y si cambiamos x por y obtenemos una ecuacién similar. Asi, si sumamos estas
dos ecuaciones conseguimos

d*o(x,y) (v, Leyv)® = 2d(x, y)d*(d)(x, y) (v, Lyyv)?,
luego podemos afirmar que la condicién (2.1) se tiene si y solo si
d*(d)(w,y) (v, Lay(v))* <0 (2.5)

para todo v € T'M,,.
Podemos escribir las condiciones (2.1) y (2.5) de otra forma

d2

23 (d(0:(2), 0y(t)))]1=0 < 0 (2.6)

donde o, y o, son geodésicas con 0,(0) = z, 0,,(0) = y, 0,,(0) = vy 7,(0) = Lyyv.
La funcién ¢t — h(t) := d(o,(t), 0, (t)) mide la distancia entre las geodésicas o,
y o, (que tienen la misma velocidad y son paralelas en ¢ = 0) evaluada en
dos puntos que se mueven a lo largo de cada una de estas geodésicas. Vamos

a demostrar que la segunda derivada h”(0) es negativa (esto es, que se de la
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condicién (2.6)) si y solo si M tiene derivada seccional positiva. En particular,
combinando este hecho con la ecuacién (2.4) (que nos dice que A'(0) = 0), vemos
que la funcién h(t) tiene un maximo local en t = 0 si y solo si M tiene curvatura
seccional positiva. Esto corresponde a la nociéon de que dos geodésicas que son
paralelas en sus puntos iniciales, van a acercarse si la curvatura es positiva,
mientras que se separan si la curvatura es negativa.

Teorema 2.1. La condicién (2.6) (o equivalentemente (2.1), o (2.5)) se tiene
en una variedad riemanniana M st y solo si M tiene curvatura seccional no
negativa. De hecho se tiene que para la funcion ¢(z,y) = d(z,y)? en M x M:

1. S5t M tiene curvatura seccional positiva, entonces
d*p(x,y) (v, Lyyv)® <0

para todo v € TM,, con x,y € M lo bastante cercanos para que d(z,y) <
min{in (), i (y)}-

2. 581 M tiene curvatura seccional negativa entonces
d*p(z,y)(v, Lyyv)* 2 0

para todo v € TM,,, x,y € M, tales que d(x,y) < min{iy(x),in(y)}.

Demostracion. Primero vamos a ver la parte (1) del Teorema.

Tomemos dos puntos xg, yo € M con d(xg,yo) < min{iy(xo),ia(v0)}, y sea
~ la tnica geodésica minimizante, parametrizada al arco, que une xj e . Sea
[ = d(xo,%), la longitud de ~. Consideramos «(t, s), una variacién de v, que
es una funcién regular o : [0,1] X [—e,¢] — M, tal que a(t,0) = ~(t) para
todo t € [0,1]. Consideramos los funcionales de la longitud y de la energia de la
variacién, que sabemos que se definen por

L(s) = L{ay) = / o (1)t

l
E(s) = Elay) = / o (8] 2.

donde ajy es la curva en la variacién definida por a4(t) = «a(t, s) para cada t €
[0,]. Si usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, aplicindola a las funciones
f=1yg(t) =|ck(t)] en el intervalo [0, ], obtenemos

L(s)* < 1E(s),
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para cada s € [—¢,¢].
Sea v € T'M,, un vector fijado, w = Lg,,v, su trasladado al T'M,, a lo largo
de v, y las geodésicas o,,, 0y, definidas como

Oz (8) = expzo(sv), Oyo (8) = €TPy, (810).
Queremos calcular

d2
dQSO(an yo)(U, w)2 = E@(Oxo (S)a Oyo (3)) ’S=0>

donde ¢(z,y) = d(z,y)>.

Llamamos as : [0,1] — M a la inica geodésica minimizante que une el punto
04 (s) al punto o,,(s), (aunque ahora o, no tiene porque estar necesariamente
parametrizada al arco cuando s # 0,) y definimos « : [0,1] X [—&,&] — M como
a(t, s) = as(t).

Por tanto « es una variacién a través de geodésicas de v(t) = «a(t,0) y segin
lo anterior, tenemos que

90(0-900 (5)7 Uy()(S)) = L(S)2 = ZE(8>7
y por tanto
d*p(z0, o) (v, w)? = E"(0). (2.7)

Si llamamos X (t) = 8a8(ts’0) al campo variacional de o, entonces la féormula de la

segunda variacién de Energia es la siguiente:

1 /! l 1 ! ! / = D aa ! =
SE(0) == [ X RO/ X))+ (X0, X @)z o (0.0), 7 O)ih
2 0 ds Os
o lo que es lo mismo
1 1 : ! / / / D 80[ / =
FE0) = [(0X0) = (RO X X0+ (3 S 00 ()
0 5 0s

donde X' = V,y/(t)X, y X" = V,Y/(t)X/.

Como el campo variacional de una variacién a través de geodésicas es un
campo de Jacobi (como ya hemos observado anteriormente), y como los puntos
Zo € Yo no son conjugados, el campo X es de hecho el tinico campo de Jacobi,
que satisface que X (0) = v , X(I) = w, esto es, X es el tinico campo de vectores
a lo largo de v que satisface

X'(t)+ R(Y (), X(0)'(t) =0, vy X(0)=v, X()=uw,

donde R es la curvatura de M. Por otro lado, como las curvas s — «(0,s) =
010(8) y s — a(l,s) = g, (s) son geodésicas, tenemos que

D Oa , —
<£$(tv 0)77 (t)>’t=0 =0.
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Con esto, podemos deducir, y simplificar las expresiones que teniamos para
sE"(0), obteniendo

1

S B1(0) = (X (1), X'(1)) — (X(0), X'(0)) (2.8)
Y !
1
SE () = [(X0X0) = (RO X X)) 29)
0
La parte derecha de la expresion anterior, es la 'index form’ y se denota por
I(X, X).

Ahora si recopilamos las ecuaciones (2.7), (2.8) y (2.9), tenemos lo siguiente:

d*p(z0,y0) (v, w)* = 2((X (1), X' (1)) — (X(0), X(0))) =

— 2l / (X', X') — (R(Y, X), X) )dt.

De esta forma, la condicién (1) de la proposicién 2.1 ( o lo que es lo mismo
la condicién (2.1)) se obtiene siempre que, para todo campo de Jacobi X a lo
largo de y con X (0) = v, X(I) = w = Ly, se tiene que

(X(D), X'() = (X(0), X(0)) <0 (2.10)

o lo que es equivalente

/0 (X', X7) — (R(, X ), X))t < 0

para los campos de Jacobi con las mismas condiciones.

Sabemos que X es el tnico campo de Jacobi con X (0) = v, X(I) = w =
Loy (v). Definimos Z = P(t), donde P(t) es el transporte paralelo a lo largo
de 7 con P(0) = v, y por tanto P(l) = w. El campo Z en este caso no tiene
porqué ser un campo de Jacobi, pero podemos usar que Z’(t) = 0 para todo
t, por definicién, ya que Z es un campo paralelo (ver Definicién 1.8) | luego
tenemos que

l !
1(2.2) = / (2.2 — (R, Z) . Z))dt = / (R, Z). Z)dt < 0

ya que M tiene curvatura seccional no negativa. Y ahora usando el lema 1.37 que
nos dice que entre los campos vectoriales de v con los mismos puntos extremos,
el que minimiza la ’index form’ es precisamente el campo X, el iinico campo de
Jacobi con esas condiciones, obtenemos que

(X(D), X'(1)) = (X(0), X(0)) = I(X, X) < I(2, 2) <0,
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y como la condicién (2.10) es equivalente a la condicién (2.1) obtenemos la parte
(1) del Teorema 2.1.

Para la parte (2) del Teorema tenemos una demostracién mas sencilla, y
ademés existen referencias para esto (ver [19]). Si tenemos que M tiene curvatura
seccional no positiva, entonces tenemos que (R(v', X)v/, X) < 0, y usando las
formulas anteriores deducimos que

! !
d?p (o, yo) (v, w)? = 2[/0 (X', XY — (R(y/, X)v', X))dt > 2l/O (X', X"\dt > 0,

lo cual nos demuestra la condicién (2) de la proposicién. En este caso no hemos
usado que w = Lg,,v, es decir, esto nos vale para v y w cualesquiera. (En el
otro caso necesitdbamos que Z fuera un campo paralelo y llevase v a w para
aplicar que Z'(t) = 0). O

Aunque no podamos afirmar que d*¢(z,y)(v, Lyyv)? < 0 cuando M tiene
curvatura negativa, podemos acotar esta canditad por un término que depende
de la distancia al cuadrado d(z,y)?, cuando tengamos que la curvatura de M
estd acotada inferiormente. Esto nos sera ttil para algunos corolarios del capitulo
3.

Teorema 2.2. Sea M una variedad riemanniana, y sea la funcion p(z,y) =
d(z,y)?, definida en M x M. Supongamos que la curvatura seccional K de M
esta acotada inferiormente, es decir K > —Kgy. Entonces

d*(,y) (v, Loyv)* < 2Kod(z,y)* ||

para todo v € TM, y x,y € M con d(x,y) < min{iy(x),in(y)}.

Si tenemos que Ky = 0 obtenemos la condicién (1) del Teorema 2.1.

Demostracion. Sean X, Z como en la demostracion del Teorema anterior. Usan-
do las formulas anteriores y el lema 1.37, tenemos que

l
d*o(z,y) (v, Lyyv)® = 211(X,X) <21(Z,7Z) = 21 / (R(Y, 2)Y, Z)dt
0

y usando la definicién 1.28 podemos acotar esta expresién por
! l
< 2l/ Koly'(t) A Z(t)[Pdt < 21/ Kolly@lIPlze)l* =
0 0

!
zz/ Kollv|2dt = 212 Ko|v]|2.
0



Capitulo 3

Calculo subdiferencial de
segundo orden en variedades

En este capitulos daremos las herramientas necesarias, para obtener los resul-
tados de los capitulos siguientes. Asi ademas de las definiciones de subdiferencial
y superdiferencial (de viscosidad) de segundo orden, la definicién de subdiferen-
cial proximal y su relacion con la de viscosidad, veremos lemas basicos y teoremas
que utilizaremos en los capitulos 3 y 4.

3.1. Definiciones de subdiferencial de segundo
orden y resultados clave

Comenzamos dando las nociones de subdiferencial y superdiferencial.

Definicién 3.1. Sea M wuna variedad riemanniana finito dimensional, y f :
M — (—o0,00| una funcién semicontinua inferior. Definimos el "subjet”de se-
gundo orden de f en un punto x € M por

J* f(x) = {(dp(z), d*o(z)) : ¢ € C*(M,R), f—¢ alcanza un minimo local en x}.

Si (¢, A) € J* f(x), decimos que ¢ es una subdiferencial de primer orden y A
es una subdiferencial de seqgundo orden de f en x.

De la misma forma, para una funcion semicontinua superior g : M —
[—00,00), definimos el "superjet”de sequndo orden de f en x por

J*f(x) = {(dp(z), d*o(x)) : ¢ € C*(M,R), f—¢ alcanza un mdzimo local en x}.

Veamos ahora que podemos dar dos definiciones equivalentes de las sub-
diferenciales, recogidas en la siguiente proposicion.

39
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Proposicién 3.2. Sea f : M — (—o0,+00] una funcién semicontinua. Sean
¢ € TM A € L2(TM,,R), x € M. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. (¢, A) e J* f(x).
2. flexp,(v)) = f(2) +{C,v)a + 3{Av,v)s + o|[V]]?).

Demostracién. (1) = (2): Si ((,A) € J*> f(x), por definicién existe ¢ €
C?*(M,R) tal que f — ¢ alcanza un minimo local en x y ¢ = dp(z), A = d*p(x).
Podemos asumir que ¢(x) = f(x), asi que tenemos

fly) —ely) >0

en un entorno de x. Consideremos la funcién h(v) = ¢(exp,(v)) definida en un
entorno de 0, en T'M,. Tenemos que

h(v) = h(0) + (dh(0), v). + %(th(O)v, v)e + o([[]]*).

Tomando y = exp,(v) y combinando esto con la desigualdad anterior con-
seguimos

flexp,(v)) = f(x) + (dh(0),v). + %<d2h(0)v, v)e +o([[vlf*),

asi que solo necesitamos demostrar que ¢ = dh(0) y que A = d?h(0). Para
verlo, fijamos v € T'M,, y consideramos la geodésica y(t) = exp,(tv) y la funcién
t— f(y(t)) = h(tv). Asi tenemos que

© h(t) = (dolr(1), 7(1),

2

d

Zh(t0) = (v ()7 (1), 7/ (1) + {deo(7(1)),7"(8)) = (e (v(8)7 (1), 7' (1))
ya que vy es una geodésica, y por tanto v”(f) = 0 para todo ¢t. En particular,
para t = 0, obtenemos

Ah(0)(v) = L h(t)] o = (dple). o) = (C.0).

esto es que dh(0) = (; y también
2

d—Qh(tv)h:o = (d*¢(a)v,v) = (Av,v),

(d*h(0)v,v) = o
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que nos da A = d*h(0).

(2) = (1): Definimos F(v) = f(exp,(v)) para v en un entorno de 0, € T'M,.
Tenemos que

F(v) > F(0) + (¢, vha + 2 (Av, 0} + ool

Lo que queremos probar es bien conocido en el caso M = R", y por tanto existe
Y : TM, — R tal que F — % alcanza un minimo en 0 y di)(0) = ¢, d*¥(0) =
A. Como los minimos se conservan por la composicion con difeomorfismos, la
funcién ¢ := 1 o exp, !, definida en un entorno abierto de xz € M, tiene la
propiedad de que f — ¢ = (F — 1) o exp, ! alcanza un minimo local en z =
exp, '(0). Ademaés, de acuerdo con la implicacién anterior (1) = (2), tenemos
que

dip(z) = dip(0), and d*p(z) = d*¥(0),

asi que obtenemos dp(z) = ¢ y d*p(x) = A. Por tltimo, usando particiones
diferenciables de clase C? de la unidad podemos extender ¢ de un entorno abierto
de x a toda M. O]

Corolario 3.3. Sea f: M — (—o0,+00] una funcion semicontinua inferior, y
consideremos ¢ € TM*, A € L2(TM,,R), z € M. Entonces

(C.A) e J* f(z) = (C.A) € J*F(0y),

donde F' = f o exp,.

Haciendo uso de la caracterizacién anterior, se pueden extender facilmente
muchas propiedades conocidas de los conjuntos J*~ f(z) y J>Tf(z) desde el
ambito euclideo al riemanniano. Por ejemplo, se puede ver inmediatamente que
J> f(x) y J*T f(x) son subconjuntos convexos de TM* x L,(TM,). Estos no
son cerrados necesariamente, pero si se fija un ¢ € T'M; entonces el conjunto

{A: (¢, A) € J*> f(x)} es cerrado.

Observacion 3.4. Una propiedad ttil que se extiende del contexto euclideo al
riemanniano es la siguiente: si 1) es C? en un entorno de x entonces

T (f =) (@) = {(¢ = dv(z), A= d*P(x)) : (¢, A) € T f(a)}.

Ahora definiremos los cierres de estas aplicaciones conjunto-valoradas, pero
antes recordemos lo siguiente:
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Definicién 3.5. Una sucesion (A,) con A, € Ls(TM,,) se dice que converge
a A € L(TM,) cuando x, converge a x en M vy para cada campo vecto-
rial V' definido en un entorno de x tenemos que (A,V(x,),V(x,)) converge
a (AV(x),V(x)). De igual forma, una sucesion ((,) con ¢, € TM  converge a
¢ siempre que x, — x y (G, V(x,)) — (¢, V(x)) para cada campo vectorial V
definido en un entorno abierto de x.

Definicién 3.6. Sea f una funcién semicontinua inferior definida en una varie-
dad riemanniana M,y x € M. Definimos

T f(@) = {(C, A) € TM? X LATM,) : I(n, o, An) € M XTM:. x L(TM,,)
t.q. (Co, An) € 27 f(@0), (Tn, f(@0), Cnr An) — (z, f(2),(, A)},

. s . . . . —2 +
y para una funcién semicontinua superior g en M definimos J~ g(x) de forma
analoga,

t.q. (Gos An) € T g(@n), (@0, 9(20), Guy An) = (2, 9(2), ¢, A)}

Para establecer el analogo del corolario 3.3 para las adherencias de esos sub-
y superjet, usaremos el siguiente resultado.

Lema 3.7. Sea ¢ : M — R una funcién C?, y definamos b = ¢ o exp, en
un entorno de un punto 0 € TM,. Sea V un campo vectorial definido en un
entorno de 0 de TM,, y consideremos el campo vectorial definido por V(y) =

dexp,(w,)(V(wy,)) en un entorno de x, donde w, := exp;*(y), y sea
oy (t) = exp,(wy +tV (wy)).
Entonces tenemos que

D*(V,V)(w,) = D*o(V,V)(y) + (Ve(y), 0 (0)).

Observamos que ol(0) = 0, luego, cuando y = x tenemos

d*(0)(v,v) = d*p() (v, v)

para todo v € T'M,.

Demostracion. Fijamos un y cerca de x. Tenemos que

S, +17) = L o(0,(1)) = (Veoloy (1), 0}(1),
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Yy

d? ~ d?

S w V(W) = —50(0,(1) = (Vo) Vp(0y (1), 9, (£) +(Vp(ay (1), 0, (1))
Vemos que o, (0) = V (y), entonces tomando ¢ = 0 conseguimos la igualdad de la

afirmacién. Observamos que cuando y = z la curva o, es una geodésica, asi que
a’(0) = 0. O

Ahora podemos probar:

Proposicién 3.8. Sea f : M — (—o00, +00] una funcion semicontinua inferior,
y considera ¢ € TM}, A € L2(TM,,R), x € M. Entonces

(G A) €T fla) <= (GA) €T (foexp,)(0y).

Demostracion. (=):Si (¢, A) € 72’_f(x) existe una sucesién x, — zy (¢,, 4,) €
J>~ f(zy,) tal que ¢, — ¢, A, — A,y f(z,) — f(z). Tomamos ¢, € C*(M)
tal que f — ¢, alcanza un minimo en x, y ¢, = do,(z,), An = d*pp(x,).
Definimos v, = ¢, o exp, en un entorno de 0 en TM,, y v, = exp; ' (z,).
Es obvio que f o exp, — 1, alcanza un minimo en v,. Tenemos entonces que
(dpn(vn), @*Pu(va)) € J>~(foexpy)(vn), y como v, — 0y foerp,(v,) — f(x),
solo nos falta demostrar que di,(v,) — ¢y d*¢,(v,) — A.

Tomamos un_campo vectorial V' en un entorno de x en M y se define el
correspondiente V' en un entorno de 0 en 7'M, por

V(w,) = dexp, ' (y)V (y)
donde w, = exp,'(y) (o lo que es equivalente

V(y) = dexps(wy)(V(wy)).)

Tenemos que

(dipn(vn), ‘N/(Un» = (dpn(7,) o dexp,(vy,), ‘N/(Un» = (dpn(zn), V(20)),

(va que (dpa(wa) o deap,(vn), V(va)) = dpn(wa) o deap,(0,)(V (1)) Luego con
lo anterior obtenemos que

(dipn(vn), V(Un» = (o, V() — (¢, V(z)) = (C, ‘N/(O»a

lo que demuestra que diy,(v,) — (. Por otro lado, usando el lema anterior,
tenemos también que

d2¢n(vn)(‘7(vn): V(Un)) = An(v<xn)v V("En)) + < n U;:,n(o»v
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donde o (t) = exp,(w, + ﬂ~/(wy)).

Como la aplicaciéon y — 0,/(0) define un campo vectorial regular en un en-
torno de x en M (y en particular o) (0) — 07/(0) = 0 cuando n — o0) y ademéds
A, — Ay (, — (, conseguimos, tomando limites cuando n — oo en la igualdad
anterior, que

A (0a)(V (vn), V(v0)) — A(V (), V(2)) + 0 = A(V(0), V(0)),
lo que nos da que d?v,(v,) — A.

(<)Si(¢,A) e 72’_(foexpm)(0) existe v, — 0y (Co, Ay) € J>~(foexpy)(vn)
tal que ¢, — ¢, A, — A, f(xz,) — f(x), donde z,, = exp,(v,). Tomamos
¥, € C*(TM,) tal que f o exp, — 1, alcanza un minimo en v,, y é; = dip,(vy),
:4\7; = den(vn). Definimos ¢,, = 9, o exp;l en un entorno de x en M. Entonces
f — pn alcanza un minimo en x,, asi que (dg,(x,),d*p,(z,)) € J>~ f(x,),
y sélo nos falta demostrar que dy,(z,) — ¢ v d*¢,(x,) — A. Tomamos un
campo vectorial V' en un entorno de x en M, y definimos un campo vectorial
correspondiente V en un entorno de 0 en T M, de la siguiente forma

V(w,) = dexp;* (y)(V (y)),

donde w, = exp, '(y). Ahora tenemos que

(dpn(vn), V(vn)) = (dpn(n), V(z0)),

del que deducimos que dy,(x,) — (; y también, usando este hecho y el lema
anterior, tenemos que
Pion(V(20), V(@) = Au(V (), V(v3)) — (dipn(z0), 0% (0)) —
— (AV(z),V(x)) — (¢, 0,(0)) = (AV(2), V(z)) — 0,

lo que concluye la prueba. O

Observacién 3.9. Se puede ver, como en el caso de J*~ f(x), que si ¢ es C?
en un entorno de x entonces

T = 9)(@) = {(¢ — dula), A—dp(x)) : (¢, A) e T fla)).

Y también, por tanto, se tiene la misma propiedad para T

Ahora extendemos la nocién de solucion de viscosidad a ecuaciones en derivadas
parciales de segundo orden en una variedad riemanniana.

Vamos a considerar funciones definidas en el espacio X', que como vimos en
los preliminares era

X ={(z,r,(,A):x € M,r ecR,( € TM,, A€ L2(TM,)}



45

Definicién 3.10. Sea M una variedad riemanniana, y /' : X — R. Decimos que
una funcién semicontinua superior v : M — R es una subsolucién de viscosidad
de la ecuacién F' = 0 siempre que

F(z,u(z),(,A) <0

para todo x € M y (¢,A) € J*Tu(x). De igual forma, una supersolucién de
viscosidad de /' = 0 en M es una funciéon semicontinua inferior v : M — R tal
que

F(z,u(z),(,A) >0

para todo z € M y ((,A) € J> u(z). Si u es a la vez una subsolucién de
viscosidad y una supersolucién de F' = 0, decimos que u es una solucién de
viscosidad de F' =0 en M.

Observacién 3.11. Si u es una solucion de F' < 0 y F es continua entonces
F(z,u(z),(,A) <0 para cada ((,A) € 72’_u(m). Una observacion similar se
aplica a soluciones de F' > 0 y soluciones de F = 0.

Lema 3.12. Sea Q un subconjunto de R", uw € USC(Q), v € LSC(Q) y

M, = sup(u(x) — v(y) — G(r.9)?)

para o > 0. Supongamos que M, < 0o para « grande y sea (o, Ya) tal que

lim (Mo, = (u(7a) = v(ya) = 5d(Tas ya))) = 0.

a—00

Entonces se tiene lo siguiente

(1) limg 0o @d(T0, Ya)* =0 y
(17) limy—0o My = u(Z) — v(Z) = supq(u(z) — v(x)) (3.1)
siempre y cuando T € § es un punto limite de x, cuando o — o0.

Demostracion. Sea 6, = My — (u(xa) — v(Ya) — $d(a, ya)?) tal que 6, — 0

cuando o — oo. Como d(.,.)? > 0, M, decrece cuando se incrementa « y existe
lim, .o, M, (es finito por suposicién). Ademas

« 0%
M% > u(xa) - U(ya) - §d($a, ya)2 + Zd(xaa ya)2 >

> M, — 0, + %d(aca, ya)2
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ast que 2(Ma — My + 0a) > §d(Ta,Ya)? lo que muestra que §d(q,Ya)’ — 0

cuando o — o0. Supongagnos ahora que a,, — 00 y que Yo, — Yy EAQ Y Tan =

7 € Q. Entonces W — 0 y por la semicontinuidad inferior @ =0.
Como

2
(@ Yan)” > M, — 64, > sup (u(z) —v(z)) — dq

u(xan) - U(yan) — Op 9 -
{zeQ}

n

y u — v es semicontinua superior se tiene el resultado (3.1). O]

Teorema 3.13. Sean ; C M; abiertos y 2=y x...xQ, C My x...x M, =
M. Sean u; € USC(SY), o € C? en Q y

w(x) =u(x1) + ...+ up(xy).

Sea (21,...,2,) un mdzimo local de w — ¢ en ). Entonces para todo € > 0
exvisten P; formas bilineales P; : T'My, X TMz, — R parai=1...n, tal que
0 —
(g0(8), P) € T uili)

Y

. P ... 0

S G L] EE R e
€
0 . P,

donde A = d*p(T) € L2(T Mz, R).

Recordemos que, por la definiciéon dada en el primer capitulo, para ( € T M*,
tenemos que la expresién para su norma es:

1€]le = sup{{C,v)s : v € TM,, |jv|. < 1}.

De forma anéloga,

|A]lz = sup{|(Av,v),| : v € TM,, ||v]l. <1} = sup{|\| : X es un autovalor de A }.

Demostracion. El resultado es conocido en el caso de que todas las variedades
M, fueran espacios euclideos (ver [10]). Veamos como reducimos el problema a
la situacién euclidea y asi aplicaremos el resultado probado en [10].

Tomamos entornos de x; lo suficientemente pequenos, para que podamos
asumir que los conjuntos §2; son imégenes difeomorfas de bolas (en plano eu-
clideo) por medio de las aplicaciones exponenciales de la forma expz, : B(0,7;) —
Q; = B(x;, 1), y que la exponencial exp; lleva difeomérficamente una bola en
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TM; en una bola que contiene a ). Esta aplicacién exponencial que lleva la
primera bola en TM; = (T'My)z, X ... x (T'My)z, en M se define de la siguiente
forma:

expz (v, ..., vp) = (expz, (v1), ..., expsz, (vg)).

Definimos funciones en subconjuntos abiertos de los espacios euclideos de la
forma w(v) = w(expz(v)) v u;(v;) = wi(expsz, (v;)). Tenemos que O(vy, ..., v) =
uy(vy) + ...+ uk(vk), y que 0z = (0z,...,0z,) es un maximo local de @ — 9,
donde ¥ = p o exp;.

Aplicando ahora el resultado que es cierto para espacios euclideos, sabemos
que para cada € > 0 existen formas bilineales P; € L2((T'M;)z,,R), i =1,... k,
tales que

0 —2.4

——¥(0z), P;) € J7 (03
(5 (02), P) € T 05
parai=1,... k, y la matriz diagonal por bloques satisface
) P ... 0
S G L5 BRI P e
0 ... P,

donde A = D?y(0z) € L2(T Mz, R).
Por la proposicion 3.8, sabemos que

(aiil/f(()a), B) € 72’*@'(0@-) = <8ii¢(05)’ Pi) c 72’+Ui(§i)7

y solo falta ver para conseguir el resultado que

0 0

5 (02) = 5 (@) y (0s) = d (@),

pero esto es cierto por el lema 3.7

En particular lo hemos demostrado para 2 = Q; x €2

Teorema 3.14. Sean §); C M; abiertos (finito-dimensionales) y Q2 = Qq x Qg C
M; x My =M. Seau e USC(;),v € LSC(Qy) y o € C? en Q y sea
w(x) = U({L’) - U(y)a para (I,y) €

Sea (Z,9) un mdzimo local de w — ¢ en Q. Entonces para todo € > 0 existen P
y Q formas bilineales, P : TM; x TM; — R y Q : TMy x TMy; — R, tales que

(5:9@) P) € T1u(d) ¥ (5 6(0),Q) € 7 0(d)
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1 P 0
—(=+Al)I< < A+ eA?
(Grm)rs () =ass

donde A = d*p(2,7).

Con estos resultados podemos probar el principio del maximo en Variedades
(o el principio de Comparacién) que lo veremos en el siguiente capitulo. También
probaremos con ellos (en este mismo capitulo) la regla fuzzy de la suma para
subdiferenciales de segundo orden.

3.2. Regla Fuzzy de la suma

El resultado al que llegan R. Deville y El Haddad en [12], lo trasladamos para
variedades riemannianas, obteniendo en cierto modo un resultado ”hibrido”, ya

7 . . . —=2,+
que aparecen no sélo los ConjuntOS J2’+ sino sus cierres J .

Teorema 3.15. Sea M una variedad riemanniana con curvatura seccional aco-
tada inferiormente. Sean uy, us funciones semicontinuas superiores, tales que
u : M — R. Sea xg € M, y (¢,Q) € J*>T(uy + uz)(xo). Entonces para todo
e >0, existen (¢1,Q1) € 72’+u1(x1) y (C2,Q2) € 72’+u2(x2) tales que

i) d(x1,20) < € yd(za,20) <€

it)|ur(z1) — ur(zo)| < € y |ua(w2) — uz(zo)| < e

)G+ Laser (G2) = Lz (Olley < € Y 1Q1 + Ly, (Q2) = Ly (@)l < e

Demostracion. Primer paso

Si suponemos que u; +us tiene un maximo local estricto en o € M, entonces
vamos a demostrar que para todo ¢ > 0 existen 1 € M, xo € M, ((1,0Q1) €
Ty (1) ¥ (G, Q2) € 72#“2(952)7 tales que

Dd(z1,z0) < ey d(xg,x) <€

ii)[ur(z1) — wi(@o)| < ey [uz(za) — ua(zo)| <&

)]G+ Laa, ()l < 26y Q14 Lage, (Q2) |z, < Koe donde —Ko < 0 es la
cota inferior de la curvatura. Podemos elegir un r > 0 tal que

(ug + ug) (o) > (ug +uz)(x) parax € B(xo,r) \ {z0} = K.
Consideramos

walw,y) = wi (@) + wa(y) — Fd(z.y)*
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para o > 0y (z,y) € K x K. Por el lema 3.12, existen sucesiones x,, ¥ Ya, tales
que ad(Zq,Ya)? — 0,
limy, =limz, =7,

limuy(zs) = wi(T), limus(ys) = us(T)

u1(T) + uo(T) = sup ug(x) + usz(y)
KxK

y como T es un maximo local estricto, se tiene que T = xy. Luego existe C' > 0
tal que para ap > C (grande) tenemos que

a) apd(Tag, Yoy )® < €

y tambien

b) d(za, o) < 5 ¥ d(Ya, o) < §

O)|ur(xa) — ui(mo)| < 5y ua(ya) — ua(zo)| < 5.

Ahora podemos aplicar el teorema 3.14 para T = (Zag, Yag )y W = Wa, Para un
o > C. Por tanto existen

B —2.+
(—aoexpzalo (Yoo ), B1) € I ui(xay)

_ -2+
(—aoeq:pyalo (Tag)s B2) € I u2(Yay)

1 B, 0 )
—(g+||A||>I§< 0 BQ>§A+5A,

donde A = D*(2Ld(Zay, Yao)?)-
Llamamos 1 = Zay ¥ T2 = Yag-
Ahora, como podemos acotar

tales que

(A4 A (v, Ly 0,v)? < apKod (w1, 12)?||v]|?

entonces tenemos que para este tipo de vectores
By + Lyys, (Bo) < apKod(x1, 22)° I,
y por lo anterior
Bl + ngzl (B2> S é‘-KVO-Zzl

y si tomamos

G = —040613]9;11 (r2) yG= —aoexp;;(xl)

Q1= —Lgye, (B2) + OloKod(ibez)Q[xl y (2= B

Por la anterior desigualdad sabemos que ({1, Q1) € 72’+u1(:c1). Luego por tanto
tenemos que

161 + Laga, (G2)]er = 0
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1Q1 + Layar (Q2)|ay = [laoKod(z1,22)I|| < Koe.

Segundo Paso

Tenemos ahora un xg € M, un par (¢, Q) € J**(ug+uz2)(xo), ysea0 < e < 1
fijo. Por definicién de J?T, existe una funcién ¢, C? ¢ : M — R, tal que
Uy + us — ¢ tiene un méaximo local en zy para ¢ = ¢'(zg) v Q = ¢"(20).

Sean
€

ﬁi =U — Y — <Z> d(.,$0)2 Yy ug,

que cumplen las condiciones del primer paso. Entonces obtenemos que existen
~ =2t~ —2,4
xr1 € M, To € M, (Cl,Ql) eJ Ul(l’l) y (CQ,QQ) eJ ’LLQ(ZEQ) tales que

d(x1,m9) < e d(xe,z0) <&
[ur(z1) — ur(zo)| < e [ua(za) — ua(wo)| < e
||CA“1 + szm(@)”m =0 ”@Jl + szm (Q2)||x1 < Koe.

Ahora ponemos que

Gt = = @/(@1) + Lagor (eapyy (21)

od(.,x —exprg
ya que —(833 0)($1) = —d(xf;g), y

@/I = Ql - Soll(xl) - Lwow1(iD2(d2(x17x0)))

con (¢1,Q1) € 72’+u1(x1) (aplicando la observacién 3.9).

Por tanto veamos que obtenemos las desigualdades para el teorema. Sabiendo
que se cumple el primer paso, y teniendo en cuenta las definiciones anteriores,
tenemos que

Q1 + Loaes (Q2) = ¢"(21) = Lugar (S D*(@ (1,20))) |y < Koe

luego por ser ¢ una funcién C?, existe ¢’, constante que depende del punto g,
tal que

e(zo)=p(z1)] < &'e, 19" (@1) = Laga, " (w0)llay < 0'e vy ([ (21) = Lagar (' (20))[lay < '

para x1, xg tales que d(zg,x1) < €. Por tanto

, €
HQl + L1'2-'E1 <Q2> - Lwowl (90 /<‘T0)) - L$0w1(1D2(d2(I17 ‘TO)))HM < K0€ + d'e.

Por otro lado podemos acotar

3
13D°(d (w1, 20)) 12y <
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va que d(wy, o) < &,| 262 (21| = 1y [ DA(d(, x0)) ()] =

y» ¥ por tanto
obtenemos:

d(xo T

||LIB1$0 (Ql) + lezwo (QQ) - 901/<x0)||$0 < (1 + (SI)8 + KOg'
Por otra parte tenemos que

”Cl + L962$1 (CZ) - Spl(xl) + Lwoxl(

Como ¢ es O?, existe un ¢ tal que

HCI + L$2$1 (CQ) - Lm0$1(90/(x0)) + Lwowl (Z

3

Ze:cpgol(fvl))llm =0

expy (1) ]la) < <8

y ademas como podemos acotar

™
V)

e _
||§€37px01(931)\|xo < 5

Luego en total tenemos que

2

, €
||C1 + me(@) - onxl(w (xO))”acl <de+ 5

Adems3s

lur(z1) — ui(zo)| = ur(z1) — (1) + Zd(%a 0)* — U1 (z0) + (o) <

3

~ ~ 9 , g
|U1(ZL‘1) — u1($0)| + |Q0(ZEO) — gO(ZL’l)| + Zd(xh 1’0)2 <&+ 0'e + Z

Ahora tomamos k = 1+ 6" + Ky + 5 que solo depende del ¢ escogido , de z
y del resto de datos dados. Pues bien con esta constante podemos afirmar que:

Dd(z1,20) < ke y d(z2,29) < ke

i) |1 (1) — wa (w0)] < ke ¥ [up(w2) — walao)| < ke

iii)Hwaz(gl) + szxo (C2) - C||xo < ke y ||Lx1wo (Ql) + szxo(Q2) - Q”xo < ke.

Luego se puede repetir todo el razonamiento, utilizando ; y asf obtendriamos
lo que afirma el enunciado del teorema. O

3.3. Convergencia en R"

Proposicion 3.16. Sea una sucesion de vectores (, y una sucesion de matrices
simétricas(o formas bilineales simétricas) A,,. Entonces son ciertas las siguientes
afirmaciones:

i) Si (, converge a (y en norma entonces

(G, VY = (G, V) YV € X(R™).
i1)Si A, converge a Ay en norma, entonces tenemos que

(A V. V) — (A, V) YV e X(R").
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Demostracion. Demostramos primero la parte i).
Sea una sucesién x,, — o, y se definen los vectores v, = V(x,) — vy =
V(o). Veamos que ((,, V(x,)) — (Co, V(x0)). Por tanto queremos acotar

[(Gas V) — (Co5 v0)|

que es igual a
|<Cn - CO7Un> + <€0; Up — U0>|
y esto se acota por

< (16 = Colll[onll + l<ollfvn = voll

que tiende a cero por hipétesis, ya que para n suficientemente grande podemos
conseguir

6o —=Coll <& ¥y lon—wol <e.

Por otro lado, para demostrar ii), queremos acotar
[(AnV (@0), V() — (AV (20), V(20))| = [{Anvn, vn) — (Aovo, vo)]
y esto es igual a
|{ApUn, v — ) + (Anvn, vo) — (Aovo, Vo) | = |{Antn, v —v0) + (Anvn — Aovo, vo)| =
= (A vn, vy — vo) + (Ap(v, — v0) + (A, — Ag)vo, o)
y esto se puede acotar por
< [[Anllllvnllllvn = voll + [[Anllllvollllvn = voll + [{(An — Ao)vo, vo)
y esto ultimo tiende a cero, por hipdtesis. O
Proposicién 3.17. Sea A, una sucesion de formas bilineales simétricas, y sea

Cn una sucesion de formas lineales en R™. Entonces son ciertas:
i) Si para todo v € R™ se tiene que

(Gns v) = (G0, v)
entonces (, converge a Cy en norma, es decir
16n = Goll — 0.
ii) St para todo v € R™ se tiene
(Apv,v) — (Agv,v)

entonces se da que
|An, — Aol — 0.
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Demostracion. Veamos primero i), es decir que ||, — (p|| — 0 con la hipdtesis .
Supongamos lo contrario, entonces existe un £ > 0 y existe una subsucesion
de ¢, tal que
16— Goll = 2¢

luego por tanto, existe una sucesién de vectores v, con |lv,|| < 1 tales que

1Ga(vn) = Golva) || = €.

Por compacidad podemos suponer que v, — vo en la bola B(0,1). Por el prin-
cipio de acotacion uniforme, como

(Cny0) = (o, 0) Vo

se tiene que existe un M > 0 tal que ||(,|| < M para todo n. Entonces
|Cn(vn) - CO(vn)| = |Cn(vn - UO) + Cn(UO) - CO('UO) + CO(UO - Un)l

< [ICallllon = voll + 1¢a(vo) = Co(wo)l + [1Colllvn — wol

que tiende a cero, luego tenemos una contradiccion, que nos lleva a afirmar que
efectivamente

160 = Goll — 0.

Veamos ahora ii). Queremos obtener que ||A,, — Ao|| — 0.
Si no se diese esto, existiria € > 0 y una subsucesion, que denotamos igual
que la sucesion original A,,, tal que

|A, — Aol > ¢ Vn.
Por tanto existe una sucesién v, con ||v,| <1 tal que
[{Apvn, vp) — (AgUp, vn)| > € Vn.

Por compacidad podemos suponer que v,, — vy
Noétese que

mquZQMMvwwmmwywmv—Wmv—w»

(ya que tratamos con formas bilineales simétricas), luego de la hipétesis (A4,V, V) —
(AgV, V) VYV, se sigue que

(A V, W) — (AV, W) YV, .

En particular A4,V — AyV puntualmente (en W), entendidos como formas
lineales, luego de lo anterior visto para vectores ((,) se sigue que

|AV — AV|| -0 V¥V cuando n — oo
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Por el principio de acotaciéon uniforme, esto implica que existe M > 0, tal
que ||A,|| < M para todo n € N. Luego en este caso podemos deducir que

|{A U, Un) — (Aguo, v9)| — 0 cuando n — oo

acotandolo de la misma forma que en la proposicién anterior.
Asi con todo esto, podemos acotar

[{(Anvn, V) — (AgUn, vn)|
= [{Anvn, vn) — (Aovo, vo) — (Aovo, v — vo) — (Ao(vn — o), vn)| <

< [{Anvn, vn) = (Agvo, vo)| + [|Aovol[[lvn = voll = [[Aovalllon = voll

y ver que tiende a cero. Por tanto llegamos a una contradiccion y podemos
efectivamente afirmar que

| A, — Ao|| — 0.
O

Corolario 3.18. Sea A, una sucesion de formas bilineales simétricas, y sea C,
una sucesion de formas lineales en R™. Entonces son ciertas:

i)

(Cn, V'Y = (G0, V) para todo V € X (R"™) si y solo si |G, — Coll — 0.
i)
(A V. V) — (AgV, V) para todo V € X(R") siy solo si ||A, — Aol — 0.

3.4. Convergencia en variedades riemannianas

Vamos a ver la equivalencia de las convergencias en una variedad M, y pode-
mos considerar por tanto la convergencia en norma tanto de formas bilineales
como en formas lineales.

Definicién 3.19. Sea una sucesion de formas bilineales simétricas A,, tales

que A, : TM,, x TM, — R. Decimos que A, converge en norma a Ay :
TMy, x TM,, — R sty solo si

| Lanzo(An) — Aollzg — 0
cuando x,, — xg. Esto, por definicion de la norma es lo mismo que decir que

SUp{(anonn(onwn (V) = AV, V)40, v € T My, HUH < 1} — 0,
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que, de acuerdo con el corolario 3.18, es lo mismo que
(LanzoAn(Lagz, (0)), 0)zy = (Av, V)5, VU € T'My,.

De la misma forma para formas lineales, decimos que ¢, : TM,, — R converge
en norma a Gy : T'M,, — R si y solo si

||L:cnx0€n - Co”;,;() — 0 cuando n — oo,

que, de acuerdo con el corolario 3.18, equivale a

<Lmnmg(gn)7v>1’o - <C07U>xo Vv € TMJ:()

(identificando las formas bilineales con vectores ¢, € TM,, ).

Ademas tenemos otro tipo de convergencia en Variedades riemannianas que
se dice convergencia continua

Definicién 3.20. Decimos que una sucesion de formas bilineales simétricas
A, TM,, xTM, — R converge continuamente a Ay : T My, x TM,, — R, si
y solo si

(AnV (), V(2n))a, — (AV (20), V(20))ay YV € X (M),

De la misma forma para formas lineales ¢, € TM*, decimos que convergen a
Co € TM;, continuamente, si y solo si

<Cm V(:En))xn - <§O, V($O)>xo VvV € X(M>

(identificando las formas lineales con vectores ¢, € TM,, ).
Vamos a ver que esas dos formas de convergencia son equivalentes.

Proposicion 3.21. Sea M una variedad riemanniana, y sea A, una sucesion
de formas bilineales simétricas A, : TM, x TM, — R, y (, una sucesion de
formas lineales (, € T M} . Entonces tenemos que:
n

i)Si A, — Ay en norma, entonces A, también converge de forma continua
a A[).

i1)St ¢, — (o en norma, entonces ¢, también converge a oy de forma conti-
nua.

Demostracion. Demostramos primero la parte ii) para formas lineales. Podemos
identificar esas formas lineales, con vectores (, (que los denominamos de la
misma forma) tales que ¢, € TM,,, .
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Tenemos que || Lz, 20Cn — Collzy — 0 y por la definicién de norma, sabemos
que
| (LanaoGns VI(@0))ao — (Cos V(@0))ao| < e

Lo que queremos acotar es

|<Cna V(xn»afn - <§Oa V(x0)>xo| vV € X(M)

para conseguir la convergencia continua. Veamos que podemos hacerlo:
[(Gns V(@) — (C0s V(Z0)) ol = [(Lirnirg (Cn)s Lo V() 2o — (Coy V(20)) o |

<anxoCn7 V($O)>xo - <CO: V(x0)>:r0 + <L:1:nxoCn7 anxov(xn) - V(x0)>x0’
(LinzoCns V(20))ao = (€05 VI(0))ao | + | Lo V() — V(@0 1| Lizyro Gl

y lo de la derecha tiende a cero por la hipdtesis, porque L, ., — I, cuando
d(x,,x9) — 0y porque de la hipétesis tambien podemos deducir que || Ly, 2.l
esta acotado.

Demostramos ahora la afirmacion 1).

Sabemos que || Ly, z0An — Aollzy, — 0 cuando z, — 0, luego por definicién
tenemos que

= |
<|

(Lanzo An(Lagz, (), V)azg — (Ao, 0)zy Y0 € TMyy  lv]] < 1.
Queremos conseguir que
(ApV (), V(2n))z, — (AV(20),V(20))zy YV € X(M).
Veamoslo:
[(AnV (20), V(Tn)) 2, — (AoV (20), V(70)) | =
[(Lnzo AnV (T0), Lz V(Tn))ze — (AoV (20), V(20)) 2|
< (Lanwo AnV (%0), Lo V(%0)) = (Lo An Loz, V(20), V(20)) |
(Lo An Lagz, V (%0), V(0)) — (AoV (20), V(20))]

que por hipdtesis

< |<LwnwoAnv<xn)7 anmov(xn»mo - <LmnxOAan01'nv<xO)7 V(Io»wo’ +e€

= |<LﬂcnonnV(xn)v Lmnmov(‘rn>_V(I0)>wo+<Lﬂcn$oAnV(xn)_L%moAOLwoan(xO)v V(0))a|+€
< |anmoAnV("En)a Lwna:ov<xn)_v($0)>xo |+ <An(v(xn)_onmnV(x0))7 onmnv(x()»:cn |+e

y como la parte derecha de la desigualdad tiende a cero, ya que L, », — I,
continuamente, tenemos acotado lo que queriamos, y por tanto podemos afirmar
que A,, — Ap continuamente. O
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Proposicion 3.22. Sea M una variedad riemanniana. Sea A, una sucesion de
formas bilineales simétricas A, : TM,, x TM,, — R y sea (, es una sucesion
de formas lineales ¢, € T M . Entonces son ciertas las siguientes afirmaciones:
i) Si A, converge continuamente a Ay : TMy, x TM,, — R entonces A,
converge en norma a Ag.
ii) Si ¢, converge continuamente a Gy € TM;  entonces (, también converge
en norma a (y.

Demostracion. Primero vamos a demostrar ii) usando vectores ¢, (que se iden-
tifican con las formas lineales ¢, € T'M; ). Supongamos que no es verdad que
| Lz, (Cn) — Coll — O entonces existe una subsucesién que la denominamos de
la misma forma ¢, tal que ||Ly, 2, ((n) — Col| = 2¢ luego por tanto existe una
sucesion v, € TM,,, ||lva|l < 1 tales que

| Lo (Gn( Loz, (V) — Co(vn)| > €.

Por compacidad, podemos suponer que v,, — vg en B(0,1) C TM,,. Ademés
sabemos que
<Cna LGxov> - <§0a U> Yo € TMxoa

ya que para cada v € T'M,, podemos definir un campo vectorial V' € X/ (M) de
forma que V(z9) = vy V() = Lyya, (v) y por la hipétesis se deduce. Por tanto
existe k > 0, tal que ||(,||., < k para todo n. Asi podemos acotar:

[(Gns Lazgaes (V) = (G0, 0n)| = [{Cns Loz (Vn) = Lizgizn (00)) 4Gy Lz, (v0)) —{Co5 v0) +(C05 vo—0n) | <
< IGallllvn = vollzo + 1{Gns Loz, (v0)) = (o, vo)| + [[Collllvo — vnl-

Luego llegamos a una contradiccion, ya que todo lo de la derecha de la desigual-
dad tiende a cero.

Por tanto podemos afirmar efectivamente que (,, converge a (y en norma.

Ahora demostramos i), lo andlogo para formas bilineales A,,.

Supongamos que no es cierto que A, — Ay en norma, luego existe una
subsucesion A, tal que || Ly, ., (A,) — Aol > € para todo n. Entonces existe una
sucesion v, € TM,,, ||v,|| < 1 tal que

‘(AnL:roxn (Un)a Lzomn (Un»xn - <A0Un7 Un)’ Z e Vn

y por compacidad de la bola B(0,1) C T'M,,, podemos suponer que v,, — vg.
Aparte recordemos que

(ALY W) = AV V) + (A = (A (V =), (V = W)

(por ser A,, formas bilineales simétricas) luego de la hipdtesis (A, V (z,), V (z,)) —

(AoV (x0), V(x0)) se sigue
(AV, W) — (A, W) YV, W € TM,,



58 Capitulo 3.Cdlculo subdiferencial de sequndo orden

o lo que es lo mismo
(AnV (2n), W(2n)) — (AoV (20), W ().

En particular A,V — AV puntualmente, entendido como formas lineales,luego
por la primera parte de la demostracion para formas lineales, tenemos que

| Lzao(AnV) — AoV — 0 cuando n — oo, VV.
Luego podemos deducir como en la proposicion anterior que
[(AnLyoz, Uny Loz, Vn)e, — (Aovo, vo)] — 0 cuando n — oo.

Asi acotamos
|<Aan0xnvn7 onxnvn>xn - <A0Un7 Un>| =

‘<AnL$0:cnUm onxnvn>$n - <A0U07 U0> - <A0U07 Up — UO> - <AO(UTL - Uo), Un>| S

[{An(Laown (00))s Loy 0n)an = (Aov0; Vo)ao| 4[| Aovoll[on = voll = [ Agnl|[|vn = vol|

y como la parte derecha de esta desigualdad tiende a cero, llegamos a una con-
tradiccion, y podemos afirmar que

| Lapao (An) — Aol — 0.
O
Corolario 3.23. Sea M una variedad riemanniana. Sea A, una sucesion de

formas bilineales simétricas, A, : TM,, xTM, — R y sea (, una sucesion de
formas lineales ¢, € TM, . Entonces se dan las siguientes equivalencias:

1. A, converge continuamente a Ay si y solo si A,, converge en norma a Ag

2. (, converge continuamente a (o st y solo si (, converge en norma a (o

3.5. Subdiferencial proximal y su relaciéon con
la de viscosidad
Vamos a introducir unas nociones y resultados basicos del calculo proximal,

que provienen en su mayoria de [3], que nos serdn ttiles en el capitulo 4.
Antes de nada conviene definir lo que se entiende por subdiferencial proximal.
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Definicién 3.24. Sea M una variedad riemanniana, y f : M — (—o0, 00| una
funcion semicontinua inferior. Entonces al conjunto

Opf(x) = {dp(x) : ¢ € C*(M,R), f— ¢ alcanza un minimo local en x }

le llamamos subdiferencial proximal de f en x.

Otra forma de caracterizar o definir los ¢ € dpf(z) es de la siguiente forma:
¢ € Opf(x) siy solo si, existe un nimero positivo o tal que

fly) > f(x) + (C exp, (y)) — od(z,y)?

en un entorno de x.
Otro resultado importante que nos serd 1til, es de la regla Fuzzy de la Suma
para la subdiferencial proximal (como ya observamos recogido en [3]).

Teorema 3.25. Sean dos funciones fi, fo : M — (—o0, 00| semicontinuas in-
feriores tal que al menos una de ellas es Lipschitz cerca de xq. Si ¢ € Op(f1 +
f2)(zo) entonces, para cada € > 0, existen x1,xq, y (1 € Opfi(x1), (2 € Op fa(xs)
tales que

1. d(xi,x) < ey |fi(z) — filxo)| < e parai=1,2.

2. ”C - (LHCNCO (Cl) + L:ngg(Cé))“xO < €.

Ahora veamos el principio de Decrecimiento (ver teorema 16 de [3])para
variedades, en el que entran en juego las subdiferenciales proximales.

Teorema 3.26. Sea M wuna variedad riemanniana completa. Sea f : M —
(—00, 00| una funcion semicontinua inferior, y xo € domf. Asumimos que existe

0 >0vyp >0 tal que |||z > 0 para cada x con d(xz,xy) < p y para cada
¢ € Opf(x). Entonces

inf{f(x) : d(z,x0) < p} < f(ao) — p6.

Otra propiedad de la subdiferencial proximal, es que si una funcién ¢ : M —
(—00, 00| tiene un minimo en un punto x, entonces

0 € 9,1 (o)

(ver Proposicién 3.1. de [6]).

Vamos a recordar la definicion de subdiferencial de viscosidad de primer
orden y dar unas equivalencias a ésta, que utilizaremos en el capitulo siguiente
(ver pags. 324, 325 de [5]).
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Definicién 3.27. Sea (M, g) una variedad riemanniana, y f : M — (—o00, 0]
tal que Domf # 0. Diremos que [ es subdiferenciable en el punto p € dom(f) =
{x € M : f(z) < oo} cuando exista una funcion ¢ : M — R de clase C*
tal que f — @ alcance un minimo local en el punto p. En este caso diremos que
¢ =dp(p) € (TM,)* ~H* =H es una subdiferencial de f en p. Definimos la
subdiferencial de f en el punto p por el conjunto

D™ f(p) = {do(p) : p € CY(M,R), f — ¢ alcanza un minimo local en p},

Vamos a usar en el siguiente capitulo una de estas caracterizaciones de la
subdiferencial, aunque el siguiente teorema no lo demostraremos (ver para ello
pag. 325 de [5]).

Teorema 3.28 (Caracterizaciones de subdiferenciabilidad). Sea f : M —
(—00, 00| una funcién definida en una variedad riemanniana, p € M, yn €
T*M,, entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. n€ D™ f(p), olo que es lo mismo, existe una funcion ¢ : M — R de clase
Cl tal que f — ¢ alcanza un minimo local en p, y n = do(p).

2. Existe una funcion, ¢ : M — R, Fréchet-diferenciable en p tal que f — ¢
alcanza un minimo local en p, y n = dp(p).

3. Para cada carta h : U C M — H conp € U, si tomamos ( = n o
dh=Y(h(p)), se verifica que

foning 2P 0E) +0) = F0) = (6,0)

w0 o]

> 0.

4. FExiste una carta h : U C M — H con p € U y tal que, para ¢ = n o
dh=Y(h(p)), se verifica que

(P R (hp) +v) = F(p) = (G, v)

> 0.
v—0 o]

Cuando la funcion f estd localmente acotada inferiormente (esto es, para cada
x € M existe un entorno U de x tal que f esta acotada inferiormente en U ),
entonces las condiciones anteriores son todas equivalentes a la siguiente condi-
cron:

5. Eziste una funcion, ¢ : M — R, de clase C* tal que f — ¢ alcanza un
minimo global en p, y n = dp(p).
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Consecuentemente, cualquiera de las condiciones anteriores puede ser tomada
como definicién de n € D~ f(p).

Andlogamente, se pueden establecer condiciones equivalentes para el caso de
funciones superdiferenciables; en particular ¢ € DT f(p) si, y sdlo si, existe una
carta h : U C M — H con p € U tal que, para ¢ =nodh~*(h(p)),

lim sup (foh " )(h(p) +v) = f(p) = (C,v)

00 o]

<0.

A partir de la primera caracterizacién de la subdiferencial proximal, podemos
deducir facilmente que

Opf(x) C D™ [f(x)

es decir, que la subdiferencial de viscosidad (o de Frechet) contiene a la sub-
diferencial proximal.
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Capitulo 4

Soluciones de viscosidad de
ecuaciones en derivadas parciales
de segundo orden

En este capitulo vamos a garantizar unicidad de soluciones de viscosidad
para el problema de Dirichlet en variedades riemannianas:
2

{ F(z,u(z),du(z),d*u(z)) =0 en Q (DP)

u=f en 0f2

donde la F' en particular deberd reunir unas ciertas propiedades (como por

ejemplo la de ser propia 1.39). Por ello, en primer lugar vamos a garantizar la

unicidad mediante resultados de comparacién y por otro lado garantizamos la
existencia siguiendo un método anélogo al de Perron.

Recordamos que, como dijimos en el primer capitulo, nuestras funciones F

estardn definidas del espacio X = {(z,r,(,A) : x € M,r € R, € TM,, A €

L2(TM,)} en R.

4.1. Resultados de comparaciéon para el pro-
blema de Dirichlet

El resultado principal de esta seccién es sin duda el siguiente teorema, que
nos indica que a lo sumo hay una solucién para el problema de Dirichlet (DP).

Teorema 4.1. Sea €2 un conjunto abierto acotado de M, sea F : X — R propia
y que satisface las siguientes condiciones:

1. existe v > 0 tal que

y(r—s) < F(z,r,(,P)— F(x,s,(, P)

63
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para r > S,
2. existe una funcion w : [0,00] — [0,00] que satisface w(0+) = 0 tal que
F(y,r,aerp, (), Q) = F(x,r, —aexp;’ (y), P) < w(ad(z,y)* + d(z,y))

siempre y cuando x,y € Q, r € R, P,Q € T ;M y ademds se cumpla que

1
(g ))<= (§ ) e @y

«

donde A, es la matriz hessiana de la funcion g, = %al(av,y)2 YEq = m.

Sea u € USC(Q2) una subsolucion y v € LSC(Y) una supersolucion de F' = 0
en Q yu <v en Q. Entonces u < v en Q.

Demostracion. Supongamos que no es cierto el resultado, entonces existe z € €)
tal que u(z) > v(z). Aplicando el lema 3.12,

(2o, Yo) méximo de u(z) — v(y) — %dQ(x, ).
En este caso,
M, =u(zy) — v(Ya) — %d(ma, Yo)? >0 = u(2) —v(z) > 0.
Por el Lema 3.12

ad(Ta,Ya)? — 0 cuando o — oo0.

Como Q es compacto podemos suponer que al menos una sucesion de (., ¥a ),
que por abuso de notacién la seguimos nombrando igual, converge a un punto
(x0,Y0) € 2 x Q, y por el lema 3.12, tenemos que xo = Yo y

d < lim M, = u(zg) — v(xg) = sup(u(x) — v(x)).

a—00 5
Q

Ademds tomando un 9 > 0 y un Ry > 0 tales que, para cada x € B(x, o),
exp, es un difeomorfismo de B(0,Ry) € TM, a B(x, Ry) D B(xo,70). Sabe-
mos que para cada x,y € B(xg,ro) la distancia d(z,y) < min{iy(z),ipm(y)},
los vectores exp,'(y) € TM, = TM} y exp,'(x) € TM, = TM; estan bien
definidos, y la funcién p(x,y) = d(z,y)* es C? en B(xg,10) X B(xg,70) € M X M
(es decir, que tomando una subsucesion si es necesario podemos suponer que
Ta, Yo € B(xg,10) para todo «). Por ello, podemos hacer uso de las igualdades:

0 _
D,o(x0,90) = gsf)(fﬁo;yo) = —aexp,, (o)
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0 _
—Dyp(x0,y0) = _8_y (z0,%0) = Oéeiﬂpyol(xo)

Ahora aplicamos el Teorema 3.14 en Q; = Qy = B(xg,r0) para w(z,y) =
u(x) —v(y) vy ¢(z,y) = $d*(z,y) con (Za,Ys) su maximo local. Entonces para
todo € > 0, y en particular para ¢, existen P, () formas bilineales

P:TM,, xTM,, —RyQ@:TM, xTM, — R
tal que

(ad(Za, Yo) Dad(a, Ya), P) = (Dap(Ta, ya), P) € T u(z,)

(—ad(zq, ya>Dyd(xa> Ya), Q) = (_Dy90<xaa Ya), Q) € 727”(%4)

| 10 P 0 :
_<5+||Aa||)<0 I)g(o _Q>3Aa+ma

donde A, = D*($d*(2a, Ya))-
Luego para esos Py @ se puede aplicar la condicién 2 del teorema.
Por otro lado, como (—aexp,!(ya), P) € 72+u(:va) y u es subsolucién de
F' = 0 entonces
F(@a,u(t4), —aezp, (ya), P) <0

y COmo (aea:py_al(:va), Q) € 72_v(ya) y v es supersolucién de F' = 0 (y F' continua)
entonces
F (Yo, v(ya), aexp, (24),Q) > 0.

Por la condicién 1, por ser M, > § > 0 y por suponer u(z) > v(z) tenemos

0 <70 < y(u(ra) —v(Ya)) <
F(Im U(Ia)7 —ozeacp;i (ya)a P) - F(Iaa U(ya)v —ozea:p;&l (ya)a P) =
= F(2a,u(ta), —aexp, [ (Ya), P) = F (Yo, v(ya), acrp, (o), Q)+

+F(ya7 U(ya>7 ozexp;al (Ia), Q) - F<Iaa U(ya)7 —ozeacp;i (ya)a P) S

< w(ad(Ta, ya)® + d(Tar ya)).

Haciendo a@ — 0o obtenemos una contradiccién, luego llegamos a que u < v en
2, como queriamos demostrar. O]
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Observaciéon 4.2. El Teorema 4.1 es aplicable siempre que la matriz hessiana
en cuestion, A,, sea semidefinida negativa para el subespacio generado por vec-
tores del tipo (v, Lv), ya que en este caso P < L,,(Q). Esto lo podemos ase-
gurar cuando la variedad M tiene curvatura seccional no negativa ya que si
A, = D?*(§d*(0,10)) es semidefinida negativa para vectores de la forma (v, Lv)
entonces también lo es A, + c,A2%.

Las condiciones que exige el teorema 4.1 son complicadas de escribir y por
tanto podemos utilizar otras mas fuertes, pero mas simples de indicar.

Observacion 4.3. Nos damos cuenta que como aexp, ' () = Ly, (—aexp,*(y)),
la condiciéon 2 del teorema 4.1 se puede sustituir por la siguiente condiciéon mas
fuerte:

F(y,r, Lay(¢), Q) — F(z,7,¢, P) < w(ad(z,y)® + d(z,y))
paratodo z,y € Q,r e R, P € Ty ;(M),, Q € Ty s(M),, ¢ € TM? que satisfacen
la condicién (4.1).

Observacién 4.4. En el caso de que ambas funciones u y v estén acotadas por
algin R > 0, entonces las condiciones 1 y 2 del teorema 4.1 se relajan, en el
sentido de que basta que se cumplan para r y s en el intervalo [—R, R].

Proposiciéon 4.5. Si M tiene curvatura seccional no mnegativa, entonces la

condicion
1 I 0 P 0 9
—(— <

o

donde A, = D*($d*(xo,yo)), implica que P < Ly, (Q).

Demostracion. En este caso vamos a ver que tenemos entonces que A, + 5Ai
también es semidefinida negativa en el subespacio

D = {(v, Lyyv) : v € TM,}

de TM, x TM,. Como sabemos que A, (v, L,,v) < 0 para todo v € T M, (ver
Proposicién 2.1). Equivalente a lo anterior es que todos sus autovalores \; < 0.
Por otro lado queremos deducir que

Ai +EarF <0

porque los autovalores de A, + A2 son de la forma \; + ,A?. Por la eleccién
del ¢, tenemos que

1
i F N < N\ + M <A+ -
2(1 4 supi<j<nlA;]) 2

_ < “‘
2
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Por tanto tenemos que
(Ap + 0 A42) (v, Ly (v))* < 0.

Luego la condicién
1 I 0 P 0 2
e (5 )< (5 ) vt
implica que
P(U)Q - Q(Lwy(v))2 < (Ao + 50#’43)(“’ Lzyv>2 <0
para todo v € T'M,, luego obtenemos finalmente que

P < Ly(Q).
[

Con este resultado podemos deducir que si M tiene curvatura seccional no
negativa, y F es eliptica degenerada entonces la condicién (4.1) autométicamente
implica que

F(x,r,(, Ly,Q) — F(z,r,(,P) <0,

y por ello
F(yara nyCaQ) - F($7T7C7P> =
F(ya r, LIyCJ Q) - F<I‘7T7 Ca LyIQ) + F(xa r, C? Lme) - F(x,r, Ca P) S
F(y> r, nyCa Q) - F(xv r, C) Lny)

Visto lo anterior, si estamos en las hipétesis de que M tiene curvatura sec-
cional no negativa y F' es eliptica degenerada, entonces anadiendo la hipotesis
de que

F(yaraan) - F(l‘ﬂﬂ’ Lya:naQ) S w(d($7y)), (ﬁ)

(es decir, que F sea intrinsecamente uniformemente continua) la condicién 2 del
Teorema 4.1 se satisface.

Corolario 4.6. Sea §2 un abierto acotado de una variedad riemanniana M com-
pleta de dimension finita y con curvatura seccional no negativa, y sea F : X — R
una funcion continua, eliptica degenerada y que satisfaga:

1. exista un vy > 0 tal que si r > S entonces

’7(7, - S) S F(:C7 r? C? Q) - F(':C? S’ C? Q) :
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2. que F intrinsecamente uniformemente continua, es decir, que exista una
funcion w : [0, 00] — [0, 00| con lim; o+ w(t) = 0 y tal que

F(y,r,n,Q) — F(x,7, Ly, Ly,eQ) < w(d(z,y))

para todo .y, r,1,Q con d(x,y) < min{iv(x),ir(y)}.

Sea u € USC(Q2) una subsolucion y v € LSC(Y) una supersolucion de F = 0
en Q, yu<wv en .

Entonces u < v en todo 2. En particular, el problema de Dirichlet (DP)
tiene como mucho una solucion de viscosidad.

Sin embargo todo nuestro razonamiento anterior no sirve cuando M tiene
curvatura negativa ya que la condicién (4.1) en este caso no implica que P <
L,.Q, y por tanto la elipticidad degenerada con la condicién (3) no basta para
asegurar que la condicién 2 del teorema 4.1 se satisface. Pero en este caso la
condicién 2 del teorema 4.1 requiere un tipo de continuidad uniforme a la funcién
F con respecto a la variable d*u(x). En la siguiente observacién se explica méas
detalladamente la situacion.

Observacién 4.7. Supongamos que M tiene curvatura seccional acotada in-
feriormente, por alguna constante —Ky < 0. Entonces la condicién (4.1) en el
teorema 4.1 implica que

P Lu(@Q) < 5 Kond(r, y)°1.

donde I(v)* = ||v|*.

Demostracion. Sea A, = ($)d*p(z,y), al igual que en el teorema 4.1, donde
o(z,y) = d(x,y)?. Por la proposicién 2.2 tenemos

d*o(x,y) (v, Lyyv)® < 2Kod(z,y)*||v]]?

para todo v € TM, y z,y € M con d(z,y) < min{iy(x),in(y)}. Por tanto
sabemos que
A (v, Lyyv)? < aKod(z,y)*|Jo]]*.

Esto nos indica que el maximo autovalor de la matriz A, restringida a D =
{(v, Lyy(v)) : v € TM,}, que denotamos A, satisface

A < aKod(x,y)?.

Si Ai,..., A\, son autovalores de (A, )|p entonces \; + e, A2, i = 1,...,n, son los
de (Aq + €0A2)|p. Para un i = 1,...,n, fijado, si \; < 0 entonces A < 0 para
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todo j = 1,...,n, asi que conseguimos que \; +5a)\j2- <0Oparatodoj=1,...,n,
lo que significa que
(An + 0 A42) (v, Lyyv)® < 0.

Por otro lado, si A, > 0 entonces )\, + £,A2 > 0, y como la funcién [0, 00) >
s — 8§+ e458° € [0,00) es creciente, el autovalor maximo de (A, + £,A2)|p es
precisamente ), + £,A2. Esto significa que

(Ag + €0 A2) (v, Lyyv)? < A + a2

para todo v € TM,. Ademas tenemos que, por la eleccion de &,

1 A 3
M S At =S,
2(1 + supi<j<n|An|)

A+ Eads <\,
+ EqA, < + 5 5

por lo tanto

3 3
(Ao + 50#’43)(”7 nyU)Q < 5)‘71 < §OzK0d(x, y)2||v||2.

En cualquier caso, sea cual sea el signo de \,, obtenemos la desigualdad anterior,
y por tanto la condicién (4.1) implica

P(v)* = Q(Lay(v))* < (Aa + aAg) (v, Layv) < 5 Koad(w, y)*||v]*.

NN GV

]

Corolario 4.8. Sea M una variedad riemanniana completa (con curvatura cualquiera),
y 2 un subconjunto abierto acotado de M. Supongamos que F' : X — R es propia,
continua, y satisface la siguiente condicion de continuidad uniforme: para todo

e > 0 existe 6 > 0 tal que

d(z,y) <6, P — L, (Q)<dl= F(y,r,L,(,Q)— F(x,r,(,P)<¢

para todo x,y € M con d(z,y) < iy, r € R, ( € TM;, P € L2(TM,,R), y
Q € L2(TM,,R). Supongamos también que existe un vy > 0 tal que

yir—s) < F(z,r,(,Q) — F(x,s,(,Q) para todor > s.

Sea u una subsolucion y v una supersolucion de F' = 0. Entonces u < v en €2.

En particular hay como mucho una solucion de viscosidad para el problema de
Dirichlet (DP).

Demostracion. Como M es completa, por las equivalencias que nos da el teorema
de Hopf-Rinow 1.17 (también se puede ver en [[14],pag.146]), como €2 es cerrado y
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acotado entonces es compacto, y ademas el teorema nos dice que si M es comple-
ta, la funcién exp, estd definida en todo 7'M, para todo p € M, luego sabemos
que inf g iy (z) > 0. Tomamos un nimero 7 con 0 < 2r < inf_.giy(z). Tam-
bien, por la compacidad de Q podemos afirmar que existe un Ky > 0 tal que la
curvatura seccional estd acotada inferiormente por — K en €. Por tanto tenemos
que ¢(z,y) = d(z,y)? es C* en el conjunto {(z,y) € A x Q : d(z,y) < r}y
de acuerdo con la observacion anterior, si P, @ satisfacen la condicién (4.1) del
teorema 4.1, obtenemos P — L,,(Q) < gKoad(a:, y)?I siempre que d(z,y) < 7.
Entonces por la condiciéon de continuidad uniforme sobre F' existe una funcién
w : [0, 00] — [0, 00] con lim; o+ w(t) = 0y tal que

F(y,r, aexp,*(z), Q) — F(x,r, —aexp, (y), P) < w(ad(z,y)* + d(z,y)),

y con estas condiciones podemos aplicar el Teorema 4.1 para concluir con el
resultado. O

Observacién 4.9. Supongamos que tenemos M variedad riemanniana comple-
ta no compacta pero i(M) > 0. En este caso, se puede demostrar el Teorema 4.1
para €2 = M, siempre que podamos asegurar que los M, se alcanzan, al menos
para « lo suficientemente grande. Condiciones suficientes para ello son:

1. Que existan [} = lim, .o u(z) y I = lim,_, v(y), y ademds l; < l,.
Con esta condicion, la demostracion del Teorema 4.1 se puede adaptar sin
apenas modificarla, para el caso de toda la variedad M.

2. Que u y v sean uniformemente continuas y ademas lim,_, u(z)—v(z) < 0.

Para demostrar que la condiciéon 2 de la observacién anterior es suficiente
para asegurar que los M, se alcanzan, vamos a utilizar la siguiente definicién y
la proposicién que va a continuacion.

Definicién 4.10. Se dice que una funcion f es Lipschitz a distancias grandes,
si para todo 6 > 0, existe K5 > 0, tal que si d(z,y) > § entonces

|f(z) = f(y)| < Ksd(x,y).

Proposicion 4.11. Si f : M — R es una funcion uniformemente continua y
M es completa entonces [ es Lipschitz a distancias grandes.

Demostracion. Por definicion, dado € > 0, existe ¢’ tal que para todo z,w tal
que d(z,w) < &' se tiene que |f(z) — f(w)| < e. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que € = 1.
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Sea d(x,y) = R > ¢§. Como M es completa, hay una geodésica que une x e
y cuya longitud es d(z,y), y se puede dividir la geodésica en puntos z; tal que
Ty =2y Tpy1 =y, y ademds de forma que d(z;, z;41) < ¢'. Definimos n = (15—37
y en el caso de que no fuese entero, podemos tomar un § méas pequeno que ¢’
tal que el cociente % sea entero, y por lo tanto trabajamos en este supuesto. En

este caso

d(z,y) < Zd(mi,xiﬂ) <om=R

i=1

y por la definicion de continuidad uniforme y usando que € = 1 tenemos que:

5) = S < Y1) = Flasp) <0 =5

Luego hemos visto que la funcién es Lipschitz a distancias grandes y la constante
Ky= L. 0

Observacion 4.12. También se puede demostrar la proposicién sin suponer M
completa, pero no lo necesitamos, asi que omitimos la demostracion

Ahora, ya podemos demostrar que la condicién 2 de la observacién anterior
es suficiente para garantizar que los M, se alcanzan en el teorema 4.1 adaptado
para toda la variedad M.

Demostracion de la condicion 2 de la observacion 4.9. En este caso trabajamos
en toda la variedad (es decir 2 = M). Vamos a demostrar que se alcanzan los

M, = sup (u(z) = vly) - Fd(z,)?).

MxM

Supongamos, al igual que en la demostraciéon del teorema 4.1 que existe z, tal que
u(z) > v(z), y seau(z)—v(z) = €. Podemos afirmar por continuidad de u y v que
existe un compacto K, tal que para todo x € K se verifica (u—v)(x) > £. Veamos
que para todo # € M \ K podemos acotar la diferencia u(x) — v(y) — $d(x,y)?
para todo y € M, al menos para « suficientemente grande y asi asegurar que se
alcanzan los M, parax =y € K.

Por la continuidad uniforme, si d(x,y) < 0 tenemos que |v(x) —v(y)| < 5.

Si d(z,y) < § entonces, para z € M \ K, tenemos que

u() —v(y) - %d(x, y)* = u(z) —v(z) +v(z) —v(y) — Sdz,y)’ <

Si por el contrario fuese d(z,y) > 0 (y * € M \ K) , sabemos que v es
Lipschitz a distancias grandes (por ser uniformemente continua, como hemos
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visto en la proposicién anterior) y ademds sabemos que lim, ., u(z) —v(z) <0
por suponer la condicién 2 de la observacion, por tanto

u(e) = vly) = Fde,y)” < ule) = v(@) + (@) — vly) - Sd(x,y)’

< <+ ol@) —v(y) - Sdle,y)’

porque, estamos suponiendo que x se aleja de y, y se hace grande, usamos la
condicién lim, . u(x) —v(z) < 0y podemos acotar esa diferencia (u(z) —v(z))

. .
por £. Ademaés, tenemos que

Wl M

+ Kyd(z,y)® — Sd(x,y)?

5 o) — o) - Gy < 2

3

w| ™

por ser v Lipschitz a distancias grandes, y para a > 2Kj se tiene

€ « 15
— 4+ Ksd 2 _—d 2 <2,

Es decir, hemos obtenido que para z € M \ K con d(z,y) > 9 ,

u(w) = v(y) = Sd¥(,y) <

Wl M

como pretendiamos.

Como se puede hacer el mismo razonamiento para ¥y, tenemos que el supremo
de u(z) —v(y) — $d(z,y)* en M x M se alcanza en (z,y) € K x K para o lo
suficientemente grande (ya que en M \ K hemos podido acotar esa funcién por
algo pequeno), y como K es un conjunto compacto, alcanzamos el méximo.

Con esto podemos adaptar la demostracion del teorema 4.1 a toda la va-
riedad M con las condiciones que hemos dado en la observacion anterior, ya que
efectivamente hemos visto que se alcanzan los M,,. O

Corolario 4.13. Sea M una variedad riemanniana compacta con curvatura
seccional no negativa. Sea F' : X — R continua, eliptica degenerada, y que
satisfaga las condiciones

1. emiste un v > 0 tal que, si r > s entonces
V(r—s) < F(z,r,(Q) — F(z,5,(Q);
2. existe una funcion w : [0,00] — [0,00] con lim; .o+ w(t) =0 y tal que
F(y,r, LayC, Q) — F(z,7,(, Ly Q) < w(d(z,y))

para todo .y, ., Q con d(z,y) < minfir(x),ix(y)}.
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Sea u una subsolucion y v una supersolucion de F' = 0.
Entonces u <wv en M.

Demostracion. Como este corolario es una variacién del teorema principal (teo-
rema 4.1) para toda la variedad M, veamos que se puede hacer una demostracion
analoga a la de éste. Podemos asegurar que los M, del teorema 4.1 se alcanzan,
ya que la variedad es compacta, y por tanto se puede aplicar el lema 3.12. Para
la segunda parte del teorema 4.1 podemos hacer uso de los razonamientos da-
dos en el corolario 4.6, y sabemos que con nuestras hipdtesis podemos asegurar
la condicion 2 del teorema 4.1, luego la segunda parte de la demostracion es
analoga. O]

Observacién 4.14. Supongamos que F' es propia y uniformemente continua
con respecto a x. Entonces la condicién (2) del Corolario anterior, se satisface
cuando F'(z,r,(, A) no depende de ¢ sino que depende solamente de su norma
IC|| v de los autovalores de A. Por ejemplo, la funcién

F(z,r,¢,A) =1 — (det (A))’|C]|* — f(z)(trace(A))’

satisface las condiciones (1) y (2) del Corolario anterior, siempre que f >0y f
sea uniformemente continua. Por lo tanto la ecuacién

u = (dets (D*u))*||Vul* — (Au)’ f =0
tiene como mucho una solucién de viscosidad en cualquier variedad compacta

con curvatura positiva, solamente exigiendo que f sea continua y no negativa.

Corolario 4.15. Sea M una variedad riemanniana compacta (no asumimos
nada respecto a su curvatura). Supongamos que F': X — R satisface la siguiente
condicion de continuidad uniforme: que para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que

d(,y) <0, P = Lyo(Q) <01 = Fly, 7, LayC, Q) — Fa,7,(, P) <&

para todo x,y € M con d(z,y) < iy, ™ € R, ( € TM?, P € L2A(TM,,R), y
Q € LATM,,R). Asumimos también que existe v > 0 tal que

y(r—s) < F(z,1,(,Q) — F(x,s,(,Q) para todo r > s.

Sea u una subsolucion y v una supersolucion de F = 0. Entonces u < v en M.
En particular hay a lo sumo una solucion de viscosidad de F' = 0.

Demostracion. Como M es compacta, el radio de inyectividad iy, es positivo
y la curvatura seccional de M estd acotada en todo M, es decir K > —Kj.
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Elegimos un r tal que 0 < 2r < 4y La funcién ¢(z,y) = d(z,y)? es C™ en el
conjunto {(x,y) € M x M : d(z,y) < 2r}. Supongamos que Py @ satisfacen la
relacién (4.1) del teorema 4.1, entonces por la observacién 4.7, sabemos que

3
P—L,Q< 5Koad(x, y)?1

siempre que d(z,y) < r. Por lo tanto la propiedad de continuidad de F' nos da
una funcién w : [0, 00] — [0, 0o] con lim; g+ w(t) = 0y tal que

F(y,T, ay_l(x>7Q) - F(.I,T, _Oéexpzzl(yLP) < w(ad(x7y)2 + d(l‘,y))

En este caso no necesitamos la observaciéon 4.9, ya que los M, se alcanzan por
ser M compacta, y por tanto tenemos el resultado.
m

4.2. Meétodo de Perrén y Existencia

En esta seccién adaptaremos el método de Perron adaptado para variedades
riemannianas y las demostraciones son analogas en casi todos los casos a las
de [10]. El resultado que no es inmediatamente trasladable al contexto de las
variedades riemannianas es el siguiente:

Proposiciéon 4.16. Sea Q abierto en M, f € USC(Q), z € Q y ((,A) €
J> T f(x). Supongamos también que f, es una sucesion de funciones semicon-
tinuas superiores en §) tales que

(i) existe 2, € © tal que (2, fulen)) — (&, F(2)), o
(1) st yp € Q yy, — y € Q, entonces limsup,,_, fu(yn) < f(y). ‘

Entonces

{ eviste Tp, € 2, (Co, An) € I fu() (4.3)

tal que (/x\n; fn(fn)ygm n) - ( ( 7C7A)

Demostracion. Consideramos las funciones f o exp, v f, o exp, definidos en un
entorno de 0 € T'M,. Estas funciones satisfacen las propiedades (i) y (i7) del
enunciado, si sustituimos f, y f por f, oexp, v f oexp,, y en vez de en M
trabajamos en T'M,,.
Ahora usamos el corolario 3.3, y sabemos que ((, A) € J>T(f o exp,)(0).
Como el resultado es cierto para el caso M = R" (ver [10]), tenemos una

sucesion 0, v (Gu, A ) € JA(fn o exp,)(v,) tal que

(Bny fru © €2p2(Tn), Gy An) — (0, f 0 exp,(0),¢, A).
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Sea T, = exp,(T,). Tenemos que T, — z y folzn) — f(z). Como (Cy, A,) €
J*>T(fnoexp,)(0,), existen funciones v, tal que f,oexp, —, alcanza un méximo
en v, Zn = d,(0,) y ﬁn = d*,,(v,,). Definamos ¢ = 1, 0exp, ! en un entorno de
x. Entonces f,, — ¢, alcanza un maximo en Z,, asi que si llamamos ¢, = dp(T,)),
A, = d*p(Z,), tenemos que ((,, A,) € J>T f(Z,). Solo falta ver que ¢, — Cy
A, — A. Pero esto se demuestra en una de las implicaciones (implicacién (<))
de la demostracion de la proposicion 3.8, ya que nos demuestra que

(C.A) €T flz) & (CA) € T (f oexp,)(0,)
y por tanto se puede deducir por un razonamiento analogo que
(A e T () & (¢ A) € T (f o exp,)(0,).

]

Dejemos claro ahora el problema que tratamos, definiendo lo que entendemos
por el Problema de Dirichlet.

Sea © un conjunto arbitrario de M. Llamamos solucién (respectivamente
subsolucién y supersolucién) del problema de Dirichlet

F(x,u, Du,D*u) =0 en £
(DP) { u=f en 0N

(siendo f continua), a una funcién u € C(2) (respectivamente, u € USC(Q2) y
u € LSC(Q)), esto es una solucién de viscosidad (o subsolucién o supersolucién)
de FF = 0 en  y satisface u(x) = 0 (respectivamente u(x) < 0 o u(x) > 0)
para x € J€ (notamos que esta formulacién impone la condicién frontera en un
sentido estricto). Recordamos que asumimos siempre que F' es propia y, a menos
que se diga lo contrario, continua. Para discutir el método de Perrén, usaremos

la siguiente notacién: si u : Q — [—o00, 00|, donde Q € M, entonces

{ u*(z) = lm, o sup{u(y) : y € Qy d(y,z) < r}, (4.4)
u () = limy g inf{u(y) -y € Qy d(y,z) <r}. '
Se llama a u* la envoltura semicontinua superior de u; es la funciéon semicontinua
superior més pequenia (con valores en [—o0,0]) que satisface u < u*. De la
misma forma wu, es la envoltura semicontinua inferior de wu.

Los dos siguientes lemas, que son también necesarios para demostrar el méto-
do de Perron, tienen una demostracién andloga a la que aparece en [10], y que
adaptamos para variedades riemannianas.

Lema 4.17. Sea Q2 € M localmente compacto, F € LSC(Q2 xR xTM x BM),
y sea F una familia de soluciones de F' < 0 en Q. Sea w(x) = sup{u(zx) : u € F}
y asumamos que w*(x) < oo para x € Q. Entonces w* es una solucion de F' < 0

en §.
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Demostracién. Supongamos que z € Q y (¢, A) € J* w*(z). Queremos de-
mostrar que F(z,w*(z),(, A) < 0. Claramente, por la definicién de w*, podemos
elegir una sucesion (z,,u,) € Q x F tal que (x,, u,(z,)) — (z,w*(z)) y que se
tenga (4.2) con f = w*. Por tanto, por la existencia de valores que satisfacen
(4.3) (usando la proposicién 4.16) y el hecho de que cada u,, es una subsolucidn,
podemos pasar al limite en la relacion F (7, u,(Z,), (., A,) < 0 para encontrar
F(z,w*(2),(,A) <0 como queriamos. O

Lema 4.18. Sea ) abierto y sea u solucion de F < 0 en €. Si u, no es su-
persolucién en algin punto T, es decir que existe ((, A) € J*> u.(T) para el que
F(Z,u.(7),(, A) <0, entonces para cada pequenio r > 0 hay una subsolucion f,
de F <0 en ) que satisface

fr(z) > u(z) supq(f, — u) > 0
{ = u(x) pyam T gQ, d(z,7) >r (4.5)

Demostracion. Sea z € 0 y tal que
F(z,u.(2),(,A) <0 para algin (¢, A) € J* u.(2). (4.6)

Entonces por continuidad

s () = us(2) + 6 + (¢, exp, (2)) + %(A(e:cpzl(x)), exp, ' (x)) — yd(z, 2)*

es una solucién clésica de F' < 0 en B, = {x : d(x, z) < r} para todos r,,7 > 0
pequenos. Como

u(@) 2 un(7) 2 ua(2) + (¢ exp; () + %<A(e:cpz1(fc), exp, ' (x)) — o(d(z, 2)°)

si elegimos 0 = (%)7 entonces u(z) > us,(r) para § < d(z,z) < 7 sir es

suficientemente pequeno y entonces por lema 4.17, la funcién

o) = { ) s} s o) <

u(x) en otro caso

es soluciéon de F' < 0 en (). La ultima observacién es que en cada entorno de z
hay puntos tales que f,.(x) > wu(zx); de hecho, por definicién, hay una sucesién
(2, u(x,)) que converge a (z,u.(z)) y entonces

lm (f(zn) — u(zn)) = us~(2) — ue(2) = us(2) + 0 — us(z) > 0.

Luego hemos encontrado una f que seria segin el enunciado f,., y que cumple
las condiciones exigidas. O
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Teorema 4.19 (Método de Perrén). Suponemos que podemos aplicar el cri-
terio de comparacion para (DP), es decir, si w es una subsolucion de (DP) y v
es una supersolucion de (DP), entonces w < v. Supongamos también que existe
una subsolucion w y una supersolucion u de (DP) que satisface la condicion
frontera u,(x) = u*(x) = f(z) para x € 0. Entonces

W(z) = sup{w(x) :u <w <u yw es una subsolucion de (DP)} (4.7)

es una solucion de (DP).

Demostracion. Observamos que u, < W, < W < W* < w* y en particular,
W, =W =W*= fen df. Por el lema 4.17, obtenemos que W* es una subsolu-
cién de (DP) y por tanto, por comparaciéon, W* < w. Se sigue de la definicién
de W que W = W* (luego W es una subsolucién). Si W, no es supersolucién
en algun punto z € €2, sea Wy, la que nos da el lema 4.18. Claramente u < W,
y Wi = f en 02 para k suficientemente pequeno. Por comparaciéon W, < w
y como W es la subsoluciéon maximal entre u y u, llegamos a la contradiccion
Wy < W. Por lo tanto W, es una supersoluciéon de (DP) y entonces por com-
paracién para (DP), W* =W < W,, que demuestra asi que W es continua y es
una solucién. O]

Con esto, podemos probar, o adaptar, para el caso de segundo orden el
teorema 6.17 de [5].

Teorema 4.20. Sea M una variedad riemanniana con un radio de inyectividad
positivo y curvatura seccional acotada, y sea G : M x TM* x TM?** — R
eliptica degenerada y uniformemente continua como indicaba el corolario 4.8.
Supongamos que la funcion x — G(x,0,0) estd acotada en M. Entonces existe
una unica solucion de viscosidad acotada de la ecuacion

u+ G(x, du, d*u) =0

en M.

Demostracion. En este caso podemos hacer una demostracion andloga a la del
corolario 4.8, usando que en este caso nuestra F(x,r,(,P) =r + G(z,(, P) ya
que como la curvatura seccional estd acotada sabemos que si P, () satisfacen
la condicién (4.1) del teorema 4.1, entonces por la observacién 4.7, sabemos
que P — Ly, (Q) < 2Kood(z,y)*I. Y por la condicién de continuidad uniforme
sabemos que existe una funcién w : [0, 00] — [0, 00] con lim, o+ w(t) = 0 y tal
que
F(y,r, aexp,*(x), Q) — F(z,r, —aexp, ' (y), P) =
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Gy, aexp,’ (x),Q) — Gz, —aezp, ' (y), P) < w(ad(z,y)* +d(z,y)),

ya que por ser F(x,r,(, P) =r+ G(z,(, P), y por la continuidad de G.
Ademas también se cumple la condicién de que existe un v > 0 tal que

y(r—s) < F(z,r,(,Q) — F(z,s,(,Q) paratodo r>s,

ya que con nuestra expresion de F' basta con que tomemos v = 1.

Si suponemos que —A < G(z,0,0) < A, entonces es facil ver que u = —A es
una subsolucion de F' = 0 y que v = A es una supersolucién. Ahora aplicando
el teorema 4.1 sabemos que hay solucién tunica, y con el Método de Perréon que
existe solucion, por tanto obtenemos lo que decia el enunciado. O]

Observaciéon 4.21. Si M tiene curvatura no negativa, entonces la suposicién
de continuidad uniforme de GG se puede sustituir por una continuidad global y
una continuidad uniforme de las variables = y du (o0, en muchos casos cuando
G no depende de ¢ y A sino de ||C]| v de los autovalores de A, solo se necesita
sustituirlo por la continuidad uniforme de x; ver observacién 4.14).

Si M es compacta, tenemos un enunciado mas elegante.

Corolario 4.22. Sea M una variedad riemanniana compacta, y G : M xT M* x
TM?** — R eliptica degenerada y uniformemente continua en el sentido del
Corolario 4.8. Entonces existe una unica solucion de viscosidad de la ecuacion

u+ G(x,du,d*u) =0 en M.

4.3. Ejemplos

De los ejemplos que se incluyen en [10] para una F' propia, podemos adaptar
la mayoria al entorno de variedades riemannianas. En particular como ya hemos
visto, las funciones del tipo (z,7,(, A) — —trace(A) son elipticas degeneradas.
Eso también es cierto para muchas funciones que dependen de los autovalores
de A, tales como menos el minimo autovalor (o el maximo autovalor), y ademés
las combinaciones no decrecientes y las sumas de estas, son también elipticas
degeneradas.

Se pueden encontrar ejemplos de ecuaciones no lineales a las que se les puede
aplicar los resultados vistos de existencia y unicidad de soluciones de viscosidad.
Por ejemplo, se puede demostrar que, para cada variedad compacta de curvatura
positiva, la ecuacion

méx{u — A (D*u) | Vull” — (Au)* | Vul|" — (dety (D*u)* ' f2,u— g} =0
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donde \; es el minimo autovalor de la funcién (en este caso de la hessiana D?u)
v p,q,7, k € N, tiene una tnica solucién de viscosidad si pedimos solamente que
f v g sean continuas. Esto nos da una idea de la generalidad de los resultados
anteriormente vistos.

Vamos a aplicar nuestros resultados a una ecuacion clasica, que es la de
Yamabe, que ha sido ampliamente estudiada y resuelta usando métodos varia-
cionales. No vamos a ver nada nuevo sobre la ecuacion de Yamabe, simplemente
podemos aplicar nuestros resultados a esta importante ecuacion que viene de un
problema geométrico (que por ejemplo aparece en [[2],pag. 126]).

Ejemplo 4.23 (La ecuacién de Yamabe). Un problema fundamental en
geometria conforme es saber si existe o no una métrica conforme ¢’ con una
constante escalar de curvatura S’ en una variedad riemanniana compacta n-
dimensional (M, g), con n > 3 (ver [1], [32]). Eso es equivalente a resolver la

ecuacion
n — 1 n+2

2Au + S(z)u = S'un->2, (Y)

—4

donde S es la curvatura escalar de g. Se puede escribir esta ecuacién de la forma
F =0, donde

n+2 n—1

F(x,r,(,A) = S(x)r — S'rn—2 — 4 2trace(A) = 0.

n —

Claramente, F' es eliptica degenerada. Supongamos que S es positivo en
todo punto y que S’ < 0. Entonces, por compacidad, existe v > 0, tal que
S(z) > v para todo x € M. De acuerdo con la observacién 4.4, para verificar
las condiciones 1y 2 del teorema 4.1, para €2 = M (es decir obtener condiciones
para que se de el teorema en toda la variedad M, ver observacién 4.9), podemos
asumir que r, s estan en un intervalo acotado. Tenemos que

F(yﬂ“, LI?JC?Q) - F($,T7C7Q) S T|S(y) - S(CL')|,

por tanto, como S es uniformemente continuo en M y r esta acotado, deducimos
que F satisface la condicion 2. del corolario 4.13. Por otro lado, si » > s entonces

n+2

F(z,r,(,A) — F(x,s,(,A) = S(x)(r —s) — S/(ﬁ%ﬁ —sn=2) > y(r —s),

entonces la condicién 1 también se satisface. Por ello, tenemos que como mucho
hay una solucién de viscosidad de F' = 0. Aseguramos la existencia usando el
método de Perron. En total vemos que si S es positiva en todo punto, y S’ <0
entonces existe una unica solucién de viscosidad u de (Y).
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Capitulo 4.Soluciones de viscosidad




Capitulo 5

Puntos fijos y ceros para
funciones conjunto-valoradas en
variedades riemannianas

En este capitulo vamos a abordar otro tipo de problemas. En particular,
vamos a aplicar el calculo subdiferencial para obtener teoremas del punto fijo, y
en general, soluciones de ecuaciones.

Aqui nos situamos también en las variedades riemannianas pero en este ca-
so las aplicaciones que aparecen seran en general conjunto-valoradas del tipo
F : M = M. Ademas veremos que las derivadas gréaficas nos seran ttiles para
garantizar la existencia de puntos fijos y ceros en las aplicaciones conjunto-
valoradas y resultados tales como los de la funcién inversa. De hecho usando
derivadas contingentes podemos probar una adaptacién del teorema de la fun-
ci6én inversa de Ekeland (que generalizamos aqui para el ambiente de variedades
riemannianas). También haremos alusién a los célculos que hacen Mordukovich
y Outrata ([24]), donde usan derivadas contingentes de la subdiferencial de una
funcién dada y lo aplican al problema de contacto con friccién no mondtona.

Vamos a introducir la nocién de derivada grafica para aplicaciones conjunto-
valoradas en variedades riemannianas, y obtendremos un resultado muy general
que nos garantiza la existencia de solucién para inclusiones donde la aplicacion
conjunto-valorada es la suma de una aplicacién que satisface una condicion Lips-
chitz (que luego definiremos) y otra aplicacién cuyas derivadas gréficas satisfacen
otra condicion, en el caso en que la variedad riemanniana tenga una estructura
de grupo de Lie. También veremos las propiedades de ”Lipschitzianidad” que
tendran las soluciones, de las que aseguramos su existencia.

Vamos a suponer que las aplicaciones conjunto-valoradas F' : M = M son
propias y satisfacen lo siguiente:

1. d(z, F(x)) se alcanza para todo =,z € M

81
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2. Para todo 29 € M, la funcién p(z) = d(2o, F'(x)) es semicontinua inferior.

Para tener la condicion (1), necesitamos que F'(z) sea cerrado. Si en particu-
lar F'(x) es compacto o finito-dimensional, queda garantizado que (1) se cumple.

Necesitamos la condicién (2), para asegurar la existencia de la subdiferencial
de la funcién ¢ en un conjunto denso de puntos. Esto no es una restriccién muy
fuerte, se consigue con hipdtesis muy naturales, tales como la semicontinuidad
superior de F.

Recordamos que una aplicacién conjunto-valorada F': X = X es semicon-
tinua superior en x si Ve > 0, 30 > 0 tal que F'(B(xzg,0)) C F(zo)+ B(0,¢). Por
tanto veamos que asi podemos asegurar que ¢(z) = d(2o, F'(x)) es semicontinua
inferior.

Tomamos una sucesién z,, — xg, y sabemos que existe un N tal que para
todon > N, F(x,) C F(x¢) + B(0,¢), es decir d(F(zy), F(z,)) < € por tanto
podemos afirmar que

e > d(F(xg), F(x,)) > d(z0, F(x0)) — d(20, F(z,,))

es decir
e > ¢(xo) — p(xn)

luego haciendo tender € a cero y n — oo

0 > p(zg) — liminf ¢(x,)
Tn—X0
luego ¢ es semicontinua inferior.
Empezamos definiendo lo que se entiende por derivada grafica.

Definicién 5.1. Sea M wuna variedad riemanniana. Consideramos una apli-
cacion conjunto-valorada G : M = M, y un punto xo € M. La derivada grdfica
(o derivada contingente) de G en xy para yo € G(xo) es la aplicacion conjunto-
valorada DG (xo|yo) : TpoM — T,y M definida por

v € DG(xolyo)(h) siy solo si 3h, € T,yM,3v, € T,;M,3t,, | 0 tal que

(h,v) = limy,(hy, vn) Y €xpy, (thvy) € G(expy, (thhn))

Cuando consideramos como M un espacio de Hilbert, la anterior definicién es
equivalente a la definicién de derivada grafica via el cono tangente que introdujo
J.P. Aubin en [1]. La derivada gréfica de una funcién univalorada coincide con
su diferencial siempre que la funcion sea diferenciable.

A continuacién vamos a dar un lema crucial para la demostracion de los re-
sultados principales de este capitulo. Entenderemos que cada producto escalar
se hace en el espacio tangente en el que se encuentren los vectores que multipli-
camos.
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Lema 5.2. Sea M una variedad riemanniana. Sea G : M = M una aplicacion
conjunto-valorada, y definimos ¢ : M — R por ¢(x) = d(20, G(x)). Asumimos
que ¢ € D™ p(x0), con p(xg) > 0. Si yo € G(xg) satisface que p(xg) = d(yo, 20),
v € DG (zolyo)(h) y la funcién x — d*(z,2) es C? en o, entonces llegamos a
que

—exp,'(20)

= i, 2)

) Y
y por tanto para h # 0, tenemos

exp,(z0) v

111 = )

d(yo, 20) 7 [A]l
mientras que
—y (20) ) s
d(y07 ZO) ’ o

cuando h = 0.

Demostracion. Sabemos que (h,v) = lim(h,, v,) con expy, (t,v,) € G(expy, (tnhy))
para una sucesién {t,} | 0.

Por otro lado, por las caracterizaciones de la subdiferencial de viscosidad
(ver teorema 3.28) como ¢ € D~ p(xg), por definicién, tenemos que para cada
carta f: U C M — H y xy € U (donde U es un conjunto abierto en M),

gy LU ) +0) —olon) = (0]

cuando 1 = C o df ~1(f(xo)).
Asi, obtenemos que

(0o f7H(f (o) +w) = p(x0) + (n,w) + o([[w]])

para ||w|| suficientemente pequefio. Si tomamos f = exp,', entonces n = ¢, ya
que 1 = ¢ o dexpy,(0) = ¢ oidr, i = (. Siw = exp, ! (x) entonces

() = p(x0) + (¢, eapy, () + o(d(z, o))

para x cerca de xy. Se deduce por tanto que
d(expy, (tnvn), 20) > P(expey (tnhn) = d(yo, 20) + (C, tahn) + o(tul|hnl])

luego

d tnUn 5 —d ) 1
(ffxpyo( Un), Z0) (%0. 20) + t—O(thhnH)?

tTL n

(¢, hn) <
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lo que es equivalente a que

d2(€l’py0 (tnvn)a zO) - d2(y07 ZO) i
) < 3 aenpy (o), z0) T (o, z0)) T 1 el Anl):

Ahora definimos 1 (x) = d*(z, 29), entonces

W(yo) = 2d(y0, Zo)Dld(yo, Zo)

y tenemos que

d*(expyy (tavn), 20) —d* (Yo, 0) = 2tnd(yo, 20) Drd(yo, 20) (Vn) +1" (yo) (tnvi) +o(t [Jval*).
Luego llegamos a que
2tnd(yo, 20) D1d(yo, 20) (vn) + II@/J”(yo)IltillvnIIQ+0(ti||vn||2)+io(t 1l
tn(d(expy, (tavn), 20) + d(Yo, 20)) tn

Ahora, haciendo tender ¢, | 0, h,, — h y v, — v, tenemos que

2d(yo, 20) D1d(yo, 20)(v)
2d(yo, z0) .

Simplificando lo anterior llegamos a que

(¢ ha) <

(¢, h) <

eyl ()
d<y07 ZO)

Para la segunda parte, basta observar que cuando h # 0

(¢, h) < Did(yo, 20)(v) = (

expy, (20)
hi| > (C,—h) > (———,v
IRl 2 (c, =) = (G2 )
y cuando h = 0,
0< <—€$py0(20)
d(y0720>
O

La condicién de diferenciabilidad de d?(., z9) se satisface, por ejemplo, si iy,
es infinito, o mds general si iy, es mas grande que la distancia entre zo y G(x0).
Este lema se puede considerar como una especie de regla de la cadena, ya que, de

hecho, cuando g : M — M es una funciéon univalorada y diferenciable, tenemos
que Dy(zo)(h) = <w7 Dyg(xo)(h)).

Sin embargo la igualdad puede fallar en general, incluso cuando tratamos con
funciones univaloradas. De hecho, al considerar, g : R — R tal que g(z) = |z|+1,
20 = 0, (luego ¢ = g), 0 € D=¢(0), h =1y v = 1; en este caso tenemos que
((,h)y =0<1=(1,v).

Ahora vamos a definir un tipo de propiedad Lipschitz para las aplicaciones
conjunto-valoradas.
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Definicién 5.3. Sea M una variedad riemanniana. Decimos que una aplicacion
es conjunto-valorada H : M = M tiene la propiedad de Aubin con mddulo
L siempre y cuando para todo x1,xe € M y para todo vy, € H(xy), hay un
Yo € H(x3) que satisface d(y1,y2) < Ld(xq,x2).

Es facil ver que si H tiene la propiedad de Aubin con mdédulo L, entonces la
funcién p(z) = d(20, H(z)) es L-Lipschitz.

Ahora vamos a dar otra propiedad para la derivada gréafica de algunas fun-
ciénes, que sera condicién necesaria para una de las hipétesis del teorema prin-
cipal.

Definicién 5.4. Sea M una variedad riemanniana. Decimos que una aplicacion
conjunto-valorada G : M = M satisface la condicion de derivabilidad débil,
(WDC) para abreviar (weak derivative condition), para una constante positiva
Ky, si para cada xg, 29 € M tal que d(G(z0), 20) < in(20), hay h € Ty M, ||h]| =
1, y v € DG(xolyo)(h) tal que <€$P;)1(Zo)7v> > Kod(z0,y0), donde yo € G(0)
con d(zo, G(xg)) = d(yo, 20)-

En el teorema siguiente, vamos a necesitar que la variedad riemanniana M
que usamos tenga una estructura de grupo de Lie para que podamos sumar
puntos de la variedad, y si ademas exigimos que el grupo de Lie sea abeliano la
distancia sera invariante por traslaciones (ver [14]).

Teorema 5.5. Sea M una variedad riemanniana completa con una estructura
de grupo de Lie abeliano. Sea a € M. Sea G : B(a,R) = M una aplicacion
conjunto-valorada que satisface (WDC) para Ky > 0. Sea H : M = M una
aplicacion conjunto-valorada y que tenga la propiedad de Aubin con mdodulo
L < Ky. Asumimos también que para cada x € B(a, R), al menos uno de los
conguntos G(x), H(x) es compacto, y que d(—H (z),G(x)) < ip. Entonces la
ecuacion 0y € F(x) = G(x) + H(z) tiene una solucion en B(a, R) siempre que

F(a) N B(0, R(Ky — L)) # 0.

Demostracion. Una solucién de la ecuacién es un cero de la funcién f(z) =
d(0, F(z)) que es a su vez igual a d(G(z), —H(z)) por ser grupo abeliano (donde
—H(z) :={—z|xr € H(z)}). Asumimos por el contrario que no hay solucién.

Para cualquier zy € B(a, R) tenemos que f(xy) > 0. Sea zy € —H/(x), sea
Yo € G(xp) tal que f(xg) = d(z0,vy0) ¥y ¢ € Opf(x0). La desigualdad proximal nos
dice que hay una constante positiva o, tal que para cada = cerca de z(, tenemos
que:

d(G(z), —H(z)) = f(z) > d(z0,30) + (¢, expy, () — od(, z0)?,
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esto es

d(G(x), —H(x)) — (¢, expy, () + od(x, 20)* = d(20,y0) — (C, expy, (20)),
entonces
d(z0, —H (x))+d(z0, G(2)) (¢, expy, () +od(z,20)* = d(20, yo) = (C, expy, (x0))-

Si definimos una funcién ¢ (x) = d(zo, —H (z)) +d(z0, G(x)) — (¢, expy, (z)) +
od(x, )%, tenemos que v tiene un minimo local en x(, entonces

0 € Optp(x0) = —=C+ Op(h + ¢)(x0)

donde h(z) = d(z0, —H(x)) y ¢(z) = d(20, G(x)).

Para concluir lo anterior, hemos usado que la funciéon x — (—¢, exp; ! (x)) +
od(z,z0)* es C? cerca de zg, y tiene derivada —( ya que

Op((¢, exp,) ()))(x0) = (¢, dexpy ' (x0)) = (¢, Idra,,) = C.

Por lo tanto, para este ¢ € dp(h+¢)(z), de acuerdo con la regla de la suma
fuzzy (mirar Teorema 3.25), para cada ¢ > 0, existen z1,z9 € M, (3 € Oph(z2)
y (1 € Opp(xy) tales que

d(xi’xo) <é, |h(l’2) - h(x0>| <g, |(,0(l‘1) - QD(Z‘O)| <e

y
HC - <L$1$0 (<1> + LEQCCO(CQ))HCCO <g,

porque h es L-Lipschitz. Entonces tenemos que

HQH > HLﬂclxo(gl) + LJJMO(C?)HIO —e2 |’LI1$0(<1)H900 - Hszxo(CQ)”xo — €

con (1 € Ipp(21) ¥ || Lague (G2)|lzg < L (porque [|Goflz, < L'y sabemos que Ly,
es una isometria).

Ahora si aplicamos la condicion (WDC) de G a 1 y 2o, existe hy € T'M,,, con
|ha]l = 1y v1 € DG(21]y1)(h1) tal que (exp,'(20),v1) > Kod(z0,1). Entonces
podemos aplicar el lema anterior (ya que d(—H(z),G(x)) < iy implica que
d*(., zg) es C? en vy, por tanto en y; también ya que es un punto que lo elegimos
tan cerca de yp como sea necesario) y deducimos que

~1
o > ()

Juntando tOdO, ||<|| > ”Lmlﬂ?o(Cl)on - ‘|L129E0(C2)||10 -2 KO — L — €Yy
haciendo tender € a 0, tenemos que ||C|| > Ky — L. Ahora aplicando el Principio
del Decrecimiento (ver Teorema 3.26) obtenemos la contradiccién:

0 <inf{f(z):2 € B(a,R)} < f(a) — R(Ko— L) <0

(ya que f(a) = d(0,F(a)) < R(Ky — L)). Por tanto necesariamente existe un
xo € M tal que f(xy) =0 luego 0 € F(x).

7U1> Z KO-

]
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Observaciones 5.6. 1. Tenemos que senalar que en el teorema anterior,
podemos considerar cualquier otro punto zy en vez de 0,7, y el resulta-
do se tendria con una demostracion andloga.

2. Podemos usar el lema 5.2, con la subdiferencial proximal ya que

Opf(zo) C D™ f(xo).

3. Cuando tenemos que H = 0, las hipétesis en el Teorema 5.5 se suavizan.
Para empezar, solo necesitamos que ¢(x) = d(05, G(x)) sea semicontinua
inferior, que es una condicion bastantes débil.

De hecho, si por ejemplo consideramos la funcién uni-valorada g : R — R
definida por g(z) = sign(x), observamos que la condicién de continuidad
no es imprescindible.

Ademas la condicién (W DC') seria lo siguiente: para cada o € M, hay

ex ;1
un h € TM,,, ||h|| =1, y v € DG(zo|lyo)(h) tal que (d?#(,%),v) > Ko,

donde yo € G(x¢) satisface que d(0pr, G(x0)) = d(Opr, o).

Ademas si H = 0 no necesitamos exigir que M tenga estructura de grupo
de Lie, y podemos reemplazar 0,; con cualquier punto dado py.

Después del teorema 5.5, podemos plantearnos el siguiente problema similar
O € F(z) = G(x) + P(y) + H(z),

donde P : X — M es una funcion K-Lipschitz definida en X, un espacio métrico
de parametros. En este caso, puede ser ttil conocer algo sobre las propiedades
de continuidad de la aplicacion solucion S : X = M definida como

S(y) =4z : 0y € G(x)+ P(y) + H(x)};

y formalmente llegamos a lo siguiente.

Teorema 5.7. Sea M una variedad riemanniana completa con una estructura
de grupo de Lie abeliano. Sean H y G aplicaciones conjunto-valoradas que sa-
tisfacen las hipotesis del Teorema 5.5 para R = co. Asumimos que

d(=H(z),G(x) + P(y)) < im

para todo x € M, y € X. Entonces, para cada y € X, la ecuacion Oy € F(x) =
G(x)+P(y)+H (x) tiene una solucion, y la aplicacion conjunto-valorada solucion
S:X=22M,y— S(y) :={x: 0y € G(zx)+ Ply) + H(z)} tiene la propiedad de

Aubin con mddulo -5 .
Ko—L
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Demostracion. Para un punto dado y € X, la aplicacion G(z)+ P(y) satisface la

condicién (W DC') porque la cumple G. Del Teorema 5.5 sabemos que , dado un

y1 tenemos que x; € S(y;). Tomando ahora otro punto ys, y usando el Teorema
dy1,y2) K

5.5 para las aplicaciones H(.) y G(.) + P(y2) con R’ = == para encontrar

un x9 € S(y2) N B(zy, R'). Para conseguirlo, necesitamos que
G(21) + H(z1) + P(y2) N B(Oar, (Ko — L)R') # 0,
y teniendo en cuenta que 0y € G(z1) + H(x1) + P(y1), eso implica que
P(y2) — P(y1) € B(Oar, (Ko — L)1),

i r_ d(y1,y2) K
que es cierto ya que hemos tomado R’ = SR,

d(P(y2), P(y1)) < Kd(y2, 1) = (Ko — L),

asi que

Por lo tanto

d(zq,21) < R = d(y1,y2)-

Ky—L
Luego hemos probado que dado un z; € S(y;) podemos encontrar xs € S(ys)
que satisface la desigualdad anterior, y por tanto esto significa que S tiene la

propiedad de Aubin con moédulo KO[i - n

Con esos resultados principales y mas importantes, podemos deducir otros
resultados, que mas adelante exponemos.

Ademas podemos comparar las ecuaciones que hemos considerado, con las
que usaron Mordukhovich y Outrata ([24, seccién 5]). Ellos consideraron ecua-
ciones del tipo

0¢€ flz,y) +Qx,y),

donde f : R" x R™ — R™ es una funcién continuamente diferenciable, y @ :
R™ x R™ — R™ es una aplicacion conjunto-valorada definida de la siguiente
forma:

_J Op(g(z,y)) sig(z,y) € dom ¢
Qz,y) = { 1) en otro caso

donde ¢ : R™ — R es una funcién real extendida propia, ¢ : R” x R™ — R™ es
continuamente diferenciable en los puntos en cuestién (es decir en dom(y)), y
() es la subdiferencial basica (que usan en [24]), que, en muchos casos, como
en el ejemplo que vamos a ver ahora, coincide con la subdiferencial Frechet (en
las funciones subdiferenciables regulares que incluyen las funciones continuas,
convexas y las funciones maximo).

Observacién 5.8. En [24] utilizan la siguiente definicién de subdiferencial
basica:
Op(x) = D" Ey(z, p(x))(1)
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donde
Ey(z) = {p € R"[u > p(z)},

D™ F(z,y)(y") == {27|(2", —y*) € N((z,y); grafo(F))}

(que es la coderivada) y
N(z; Q) := Limsup,_z[cono(x — I(x;Q))]

con

I(x; Q) = {w € ||z — w]|| = dist(z;Q)}.

Las ecuaciones cuya existencia de solucién garantiza el teorema 5.5, son por
un lado menos generales que las de [24] ya que nosotros tomamos pardmetros
"x,y"separados y ellos toman funciones que dependen de dos variables. Pero
visto de otra forma, nuestro resultado es menos restrictivo en la medida en que
no exigimos existencia de solucion, sino que la garantizamos, no exigimos que la
funcién f sea C! ni que la funcién @Q sea una subdiferencial.

Por otro lado, hay casos donde podemos aplicar ambos resultados como en
la ecuacién que aparece en [24, Seccién 5| que corresponde a un problema de
contacto con friccion no mondtona y se describe de la siguiente forma:

0 € Ay + p(z) + dp(By) (8)

donde z € R", A es una matriz de rigidez m x m definida positiva, p : R* — R™
es un vector diferenciable relacionado con las fuerzas externas y B es una matriz
m X m no singular definida por una férmula de cuadratura. La funciéon ¢ es de
la forma

é(z) =) wilz) z€R™,
i=1
y las funciones ¢; que se utilizan en [24] son las siguientes

(—/{51 + k‘geo)zi + k—2(€0)2 si zZi < —e€p,

2
- —klzi — %(21)2 si Z; € [_607 O)a
QOz(Zz) = kyzi — %Q(Zi)z si = [07 60),
(k1 — kaeo)z; + %2(60)2 si Zi Z €o,

donde eq > 0, k; > 0, y ko > 0 son parametros dados.
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Por tanto si se cumple que

1 1
Maz{A=N(R)[||n]| = 1} [JA=Y]
y la funcién p(y) es Lipschitz, podemos aplicar el teorema 5.7 a la ecuacién
(6) ya que vamos a demostrar que 0 (B) tiene la propiedad de Aubin para

la constante v/n||B||Max{2ki, k2}, la funcién Ay satisface la condicién (W DC)
para la constante K =

Vn||B||Maz {2k, ko} <

_ 1
A=
Vamos a justificar las afirmaciones anteriores:

Veamos primero que forma tiene cada una de las aplicaciones Jy;, para
analizar sus propiedades:

(—]{?1 + kQ@O) z; < —€p
—k1 — koz; oz € [—60, O)

8%(21) = [—kl, kl] si Zi = 0
kl — kQZi Zi € (O, 60}
]{?1 — ]{?260 2 > 0

Luego cada una de las 0p;(y) es Lipschitz de constante ko para y # 0y si in-
cluimos el cero cada aplicacion cumple la propiedad de Aubin para M ax{2ky, k2 }.
Como ¢ (z) = Y1, ¢i(zi) en cada sumando podriamos sacar la misma constante
Max{2ky, ks} y por tanto la funcién di(z) tiene la propiedad de Aubin para
\/EMCL.%'{2]€1, ]fg}

Veamos que A cumple la condicién (W DC'). Dados zy y zg cualesquiera,
tenemos que elegir h, con ||h|| =1y v € DA(zo|yo)(h) tal que

(20 — yo,v) > Kl|z0 — yo|

para algin K. En este caso es facil elegir el yg € Az ya que como es univalorada
tenemos que yo = A(xg). Por tanto DA(zg|yo)(h) = A(h) y v = A(h). Asi que
tenemos que elegir un h, (con ||h|| = 1), tal que

(20 — A(w0), A(h)) > Kl[20 — A(0)||
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A_l(Z()fA(xo)

Si tomamos h' = ), tendriamos que

[lzo—A(zo)||
Z(] — A(QZ()) ’
0T Ay =1> K
2o = Aoy A

luego en este caso bastaria tomar K < 1. Pero necesitamos un h de norma 1.

/
Luego tomamos h = HZ_/H

En este caso solo necesitamos asegurar que K cumple que

1
—— _>K
i
luego bastaria tomar un K tal que

1
mar{[ A ()ul =13 =

y en particular podemos tomar K de la forma

1

K:
A=

Luego la constante (W DC) de la funcién Ay es precisamente HA—1*1H y para

aplicar el teorema 5.7 y asegurar soluciones para la ecuacién (/) necesitamos

que se cumpla la condicién
1

—_— >
A=

donde L es la constante de la propiedad de Aubin para 0v(By) es decir necesi-
tamos que

L

1
m > \/ﬁ||BHma:1:{2k1, ]{ZQ}

Basandonos en las observaciones 5.6 somos capaces de demostrar el resultado
que sigue, cuya demostracién original se debe a Ekeland ([1] y [16]) para el caso
donde tratamos con M = H un espacio de Hilbert.

Teorema 5.9. Sea M una variedad riemanniana completa y F': M = M una
aplicacion semicontinua superior con valores compactos. Fijamos un punto 2.
Supongamos que hay una constante C' positiva tal que para cada x € M hay un
y € F(z), cond(zo,y) = d(20, F(z)), yun h € TM,, con C||h|| < d(z0,y) tal que
exp, ' (z) € DF(xly)(h). Suponemos también que d(z, F(x)) < iz,. Entonces
existe una solucion xqy de zy € F(x).
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), ey (20)) >

usando el lema 5.2 (ya que hemos tomado como v del lema a exp, ' (2)).

,_.

Demostracion. Si h = 0 para algtin x, deducimos que (

En cualquier otro caso, podemos definir v = ea:pﬁ,h”(zo) € DF(:E|y)(%) y por
tanto .
exp; (2 d 2 d
d(20,y) Ih]ld(z0,y)  [IR]]
lo que nos indica que F' cumple la condiciéon (W DC) y podemos aplicar el

teorema 5.5 con H = 0, y usando en vez de 0y, 2y (como hemos visto en las
observaciones 5.6).

O

Vamos a usar también una condicién un poco mas fuerte que la W DC' pero
va a ser mas féacil de verificar en la practica (tiene un enunciado més sencillo).

Definicién 5.10. Decimos que una aplicacion conjunto-valorada G : M = M
satisface la condicion fuerte de derivabilidad (derivative condition), (DC') para
abreviar, para una constante positiva Ky en xg € M, si d(xo, G(z0)) < ia(xo)
y para todo e € TM,, con |e|]| =1, yo € G(x0), d(xo, G(x0)) = d(x0,yo), existe
heTM,, ||h|| =1, yv e DG(xo|yo)(h) tal que {e,v) > K.

Esta definicion es simétrica, en el sentido de si damos esta otra definicion:
para todo e € T'M,,, |le|]| = 1, donde yy € G(xy), tal que d(xo, G(z0)) < inm(z0),
existe h € TM,,, ||h|| = 1, y v € DG(xolyo)(h) tal que (e,v) < —Kj, serian
equivalentes. Esta otra la llamaremos (—DC').

Por tanto si en vez de usar la condicién (W DC') usamos la (DC') o la (—DC')
podemos deducir un resultado analogo para el teorema de existencia de ceros.

Corolario 5.11. Sea M una variedad riemanniana completa con una estruc-
tura de grupo de Lie abeliano, y a € M. Sea G : B(a,R) C M = M una
aplicacion conjunto-valorada y Ko > 0. Asumimos que G satisface (DC'), o lo
que es equivalente (—DC'), para Ky en cada punto xy € B(a,R) C M. Sea
H : M = M una aplicacion conjunto-valorada con la propiedad de Aubin
con modulo L < Ky. Asumimos también que al menos uno de los conjuntos
G(z), H(z) es compacto y que d(—H (z),G(x)) < iy para cada x. Entonces la
ecuacion Oy € F(x) = G(x) + H(x) tiene una solucion en B(a, R) siempre que
F(a)NB(0,R(Ko— L)) # 0.

Ahora andlogamente vamos a presentar un teorema que garantiza la exis-
tencia de puntos fijos, y cuya demostracién y enunciado son similares a los del
teorema 5.5.
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Teorema 5.12. Sea M una variedad riemanniana completa con una estructura
de grupo de Lie abeliano, y a € M. Sea G : B(a, R) C M = M wuna aplicacion
conjunto-valorada, y Ky > 1. Asumimos que G satisface la condicion (W DC)
para Kq. Sea H : M = M una aplicacion conjunto-valorada con la propiedad de
Aubin con médulo L < Ky— 1. Asumimos también que para cada x € B(a, R) al
menos uno de los conjuntos G(z) y H(x) es compacto, y que d(z—H (z), G(z)) <
in- Entonces la aplicacion F(x) = G(z) + H(x) tiene un punto fijo en B(a, R)
siempre que F(a) N B(a, R(Ky — L — 1)) # 0.

Demostracion. Una solucién de x € F(z) = G(z)+ H(x) es un cero de la funcién
f(z) = d(x, F(x)), y por ser grupo abeliano, eso es igual a f(z) = d(G(x),x —
H(x)) (por ser la distancia invariante por traslaciones). Podemos suponer lo
contrario para llegar a contradicciéon, y afirmar que no hay solucién. Luego, en
este caso, para todo zg € B(a,R) y ¢ € Opf(xy) tenemos que f(xy) > 0. Sea
20 € 2o — H(zo) € yo € G(xo) tal que f(zo) = d(G(20), 20 — H(z0)) = d(yo, 20)-
Por la desigualdad proximal tenemos que

d(G(z),x — H(z)) = f(x) = f(w0) + (¢, eapy, (x)) — od(z,x0)*,
por tanto

d(G(z), — H(x)) — (¢, expy, (7)) > d(z0,50) — (, expy, (z0)) — od(w, z0)*.
Si ahora definimos ¢(z) = d(z0,2 — H(x)) + d(20,G(2)) — (¢, expy) (x)) +
od(z, z0)?, podemos afirmar que 9 tiene un minimo local en 4, y por tanto
0 € dpy(x0) = —C + A(h + ) (w0)
ya que definimos h(z) = d(zp,x — H(x)), ¢(x) = d(20, G(2)),

y la funcién ¢ — (—(, exp;)) + od(z, x9)* es C? con derivada —(. Entonces
usando la regla Fuzzy de la Suma (ya que h es (L+1)-Lipschitz, podemos aplicar
el Teorema 3.25), para cada € > 0, existen x1, 22 y (1 € dpp(z1), (2 € Oph(x2)
tal que

L d(wi,x0) < e, d(h(z2), h(w0)) < ey d(p(z1), p(20)) <e
2. HC - (Lxlxo (Cl) + La:zxo(CQ)“zo <e.

Por lo tanto
||L$1$O(Cl) + LmeO(CQ)HmO Se+ ||C||1'0
Dados x1 y zo, existe hy € T, M, ||h1]] =1y v1 € DG(x1]y1)(h1) tal que

(exp, (20), v1) > Kod(zo, 1)

porque G posee la condicion (W DC').
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Por otro lado, podemos aplicar el lema 5.2 ya que tenemos que d(z—H (z), G(z)) <
iy, luego podemos deducir que

capy' (=) v, exp,(z0)

d(thO) ’||h1|| B d(yhzo) ’

[[CY P v) > Ko,

y por tanto
1K1 = 1 Lwr20 (G llzo = 1 Lwsag (C2)lleg — & 2 Ko = || Laya (G2)l| —€ > Ko = L—1—¢

ya que HC1HI1 = HLxlxo(Cl)Hﬂfo y Hszxo(C2)on = HCQHM <L+1
Por ltimo si usamos el principio de Decrecimiento (ver Teorema 3.26), ob-
tenemos la siguiente contradiccién:

0<inf{f(x):z€ B(a,R)} < f(a) — R(Ky— L—1) <0,

va que f(a) =d(a, F(a)) < R(Ky— L —1).
[

Este teorema, ademés de que da un resultado importante, mejora aquellos
del teorema 38 de [3], ya que este es para aplicaciones conjunto-valoradas y las
hipétesis son menos restrictivas. El Teorema 38 de [3] nos garantiza una solucién
de

x € g(z) + h(x)

bajo las siguientes hipotesis

1. g: M — M es una funcién uni-valorada diferenciable, C'—Lipschitz en

B(ZL‘(), R)
2. h:M — M es una funcién (uni-valorada) L—Lipschitz,
3. g(z) + h(z) ¢ sing(z) U sing(g(x)) para todo = € B(zo, R),

4 (Lan) o) (B)s Lo ne)+9) (dg(x) (1)) n(z)+9@) < K < 1 para todo x €
B(zo,R) y h € TM, con ||hl|. =1y que

5. L<1—Kyd(zg,zo+ h(xg)) < R(1—K —L).

Luego este teorema pide que ambas funciones sean Lipschitz, y en el teorema
5.12 solo necesitamos que H tenga la propiedad de Aubin y no necesitamos
que sea diferenciable. Ademés la condicién (4) es mas fuerte que la condicién
(WDC).

Ahora podemos tener en cuenta, que cuando tratamos con funciones (uni-
valoradas), la expresién de la derivada grafica se puede dar explicitamente.
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Suponemos que g es continua. Usaremos en vez de Dg(xo|g(xo))(h), la ex-
presién Dg(zg)(h), que en este caso es el conjunto de los limites de la forma

—1 T tnhn .,
limexpgm’)(g(ixp ol ))), para sucesiones h, — hy t, | 0.

Vamos a demostrar esa expresion. Sabemos, que por definicion,

v € Dg(x)(h) & Jhy, — h, h, €T,)M, v, —=v, v, € Tyuy)M
y Jt, | 0 tal que ,liTILn(hn, Vn) = (R, 0) Y €xPg(ag)(tnvn) € g(expgy(tnhy)),
luego en este caso, tenemos que
ETPg(a0) (Lntn) = G(€TPa (tnhn))

por ser g univalorada. Por tanto, por esto 1ltimo, tenemos que

—1 6.’Epg_(;0)(g(6:cpx0 (tnhn)))

tnUn = €xpy, ) (9(€xPay (tnhtn))) & vn = . ,

y asi podemos deducir, que para todo v € Dg(xo|g(zo))(h) = Dg(zo)(h) existen
sucesiones t,, h, tales que

exp;&o) (9(ezpay (tnhn)))
ty '

v =limv, = lim
n n

Ademads, teniendo en cuenta todo esto, podemos afirmar que la condicién
(DC) en zy (para g univalorada), para K, constante positiva, es equivalente a
la siguiente:

para todo e € Ty M, |le]| = 1, asumiendo que d(xo, g(x0)) < inm(o),
existen sucesiones h,, — hy t, | 0, ||h|| = 1, tales que
(e, el'pg_éo)(g(el‘pwo (tnhn)))) = taKo. (sDC)

De la misma forma podemos deducir una condicién andloga a la (—DC') en
xo (para funciones univaloradas), para K constante positiva, esto es que:

para todo e € T My, ||| = 1, asumiendo que d(xo, g(x0)) < inm(xo),
existen sucesiones h, — hy t, | 0, ||h|| = 1, tales que
(e,e:vpg_(;o)(g(expxo(tnhn))» < —t, K. (—sDC)

Por lo tanto, para funciones univaloradas g, los teoremas 5.5 y 5.12 se pueden
enunciar usando la condicién (sDC') o la (—sDC) en vez de la (W DC'). En este
caso no tenemos que asumir que G(x) o H(x) sean conjuntos compactos ya
que para g(z) lo tenemos (por ser un conjunto unipuntual). Y el resto de las
condiciones seguirian igual.

Es decir obtenemos los siguientes corolarios, cuya demostracion es inmediata
(a partir de los teoremas 5.5 y 5.12):
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Corolario 5.13. Sea M una variedad riemanniana completa con una estructura
de grupo de Lie abeliano y a € M. Sea g : B(a,R) C M — M wuna funcion
continua, y Ko > 0. Asumamos que satisface la condicion (sDC') o la (—sDC')
para todo o € B(a,R). Sea H : M — M una aplicacion conjunto-valorada
con la propiedad de Aubin con modulo L, y L < Ky. Supongamos también que
d(—H(x),9(x)) < iyn para todo v € M. Entonces la ecuacion 0y € F(x) =
g(x)+H(x) tiene una solucion en B(a, R) siempre que F(a)NB(0, R(Ko—L)) #
0.

Corolario 5.14. Sea M una variedad riemanniana completa con una estructura
de grupo de Lie abeliano y a € M. Sea g : B(a,R) C M — M wuna funcion
continua, y Ky > 1. Asumamos que satisface la condicion (sDC') o la (—sDC')
para todo xg € B(a, R). Sea H : M — M una aplicacion conjunto-valorada con
la propiedad de Aubin con modulo L, y L +1 < Ky. Supongamos también que
d(x — H(z),g9(z)) < iy para todo x € M. Entonces la ecuacion x € F(x) =
g(x)+ H(x) tiene una solucion en B(a, R) siempre que F(a)NB(0, R(Ky— L —
1)) # 0.

Observacién 5.15. La derivada gréfica de cualquier funcién univalorada g :
M — M, siempre contiene las derivadas direccionales laterales

-1
exp. .. \(g(expy, (th
o 1) g a0 )
t

cuando existan. Este serfa el caso de funciones diferenciables Gateaux por ejem-
plo, ya que una funcién f : B(xz, R) — M es diferenciable Gateaux en a €
B(x,R) C M si existe T : TM, — T My, lineal tal que

exp, exrp,(tv
oy LDy

Luego podemos usar las derivadas direccionales laterales para simplificar las
condiciones del Teorema 5.5. Asi la condicién (W DC'), se puede sustituir por lo
siguiente, que para todo =g € B(a, R) o

lnf Sup e,gl T ,h, Z K
eETg<IO)M’H8H21(hGTxOM7||h||:1< ( 0 )>) 0

0 que

sup inf e, g (xg,h))) < — K
eeTg(mM,ueuzl(hETzoM,Hhuzl<’ (0. 1)2) v

y el resto de las hipotesis del teorema se mantendrian.

Es decir obtendriamos el siguiente corolario:
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Corolario 5.16. Sea M una variedad riemanniana completa con una estructura
de grupo de Lie abeliano, y a € M. Sea g : B(a, R) — M wuna funcion continua
con derivadas direccionales laterales en cada punto. Supongamos que para una
constante Ko > 0, tenemos que para cada xy € B(a, R)

inf — ( sup (e, g'(20, 1)) = Ko
€Ty (o) Millell=1 heTy, M,||h]|=1
0 que

sup inf (e, g (xo,h))) < —Kjy.

( in
€T (ag) M lel|=1 1ETag MillR]I=1

Sea H : M = M wuna aplicacion conjunto-valorada con la propiedad de Aubin
con modulo L < Ky. Supongamos ademds que d(—H (z),g(x)) < iy para todo
x € M. Entonces existe un x tal que Oy € F(x) = g(x) + H(x) siempre que
F(a)N B(a, R(Ky — L)) # 0.

Demostracion. Sitomamos ¢ > 0 bastante pequefio para que F'(a)NB(a, R(Ky—
L —¢)) # 0, tenemos que para cada e € Ty,,)M, |le]] =1 existe h € T,,)M tal
que (e, g (xo,h)) > Ko—e (0 (e, g (x0,h)) < —Ko+e dependiendo de si tenemos
la condicién (1) o la (2)), y ahora aplicamos el Corolario 5.13 ya que la funcién
g verifica la condicién (sDC') (o la (—=sDC') dependiendo del caso). Y el resto
de la prueba seria igual. O]

Por tanto usando las expresiones anteriores, y haciendo lo analogo para el
resultado de puntos fijos, obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 5.17. Sea M una variedad riemanniana completa con una estructura
de grupo de Lie abeliano, y a € M. Sea g : B(a, R) — M una funcién continua
con derivadas direccionales laterales en cada punto. Asumimos que para una
constante positiva Ky > 1, tenemos que para cada x¢ € B(a, R)

inf sup e, g (xg,h))) > K, 1
EETg(zo)M7||e||:1(heTzoM,||h||:1< (w0, h))) 2 Ko M)
0 que

sup inf e, g (xg,h))) < —K. 2
L e ) < K )
Sea H : M = M una aplicacion conjunto-valorada con la propiedad de Aubin
con médulo L < Ky — 1. Si asumimos que d(x — H(x),g(x)) < iy para todo
x € M, entonces F' = g+ H tiene un punto fijo, siempre que F(a)NB(a, R(Ky—

L—1))#0.

Demostracion. Sitomamos e > 0 bastante pequeno para que F(a)NB(a, R(Ko—
L—1—¢)) # 0, tenemos que para cada e € Ty,,)M, |le|| = 1 existe h € T, M tal
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que (e, g (zg, h)) > Ko—e (0 (e, ¢ (x0, h)) < —Ko+¢ dependiendo de si tenemos
la condicién (1) o la (2)), y ahora aplicamos el Corolario 5.14 ya que la funcién
g verifica la condicién (sDC') (o la (—sDC') dependiendo del caso). O

Con este corolario podemos deducir un resultado que nos permite asegurar
que una funcién dada es sobreyectiva.

Corolario 5.18. Sea M una variedad riemanniana completa con una estructura
de grupo de Lie abeliano y con un radio de inyectividad iy infinito. Sea g : M —
M wuna funcion continua con deriwvadas direccionales laterales en cada punto.
Asumimos que para una constante positiva Ky, tenemos que para cada xo € M

inf ( sup  (e,d'(wo,h))) > Ky
e€Tg(ag) Millell=1 " heT,, M,||h||=1 ’ ( ’ ) ’

0 que

sup ( inf  {e,g'(wo,h))) < —Kp.

€T () M |lel|=1 7T M[Ih][=1

Sea H una aplicacion conjunto-valorada con la propiedad de Aubin con mddu-
loLyL < Ky. Entonces g+ H, al 1gual que g es sobreyectiva.

Demostracion. Dado un yy € M, aplicando el corolario 5.16 a la funcién g(z)—yo
y a la H dada, con R = oo, obtenemos la existencia de un xzq € M tal que
Oar € g(m) — yo + H(xp). Luego por tanto yo € g(xg) + H(xg), luego g + H es
sobreyectiva. Si consideramos el mismo enunciado para H = 0 obtenemos que
para un yy dado, podemos encontrar un xy € M tal que yo € g(zo) que por ser
¢ univalorada tenemos por tanto que yo = g(zo) (luego g es sobreyectiva).

O

También podemos considerar el caso en que H sea constante, y por tanto es
0-Lipschitz (y tiene la propiedad de Aubin, claro estd), lo que nos da un resultado
interesante en sistemas dinamicos discretos, como mostramos a continuacién.

Corolario 5.19. Sea M una variedad riemanniana completa con una estructura
de grupo de Lie abeliano, a € M y Kq > 0. Sea g : B(a,R) C M — M una
funcion continua. Supongamos que tiene derivadas direccionales laterales en todo
punto, ¢'(xg,h), y ademds que para cada xy € B(a, R)

inf ( sup  (e,d'(z0,h))) > Ko

e€Ty(wg)Millell=1 heTy M,||h]|=1

0 que
sup inf e, g (xo,h))) < — K.
6€Tg(];0)M,HeH:l(heTxonHhuzl< ’ ( ’ )>)
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Sea S un subconjunto cerrado de M, tal que d(z,S) se alcanza para cada
x € M. Asumimos que d(g(x),0n) < ipr(0pr). Entonces g(B(a,R)) NS # 0
siempre que d(g(a),S) < RKj.

Demostracion. El resultado se sigue del corolario 5.16, aplicindolo a las fun-
ciones —g y H(x) = S (aplicacion constante). O

En [26] se prueba un teorema del Punto Fijo de Banach para aplicaciones
conjunto-valoradas. Con nuestros resultados anteriores, podemos deducir un re-
sultado similar para variedades riemannianas.

Teorema 5.20. Sea M wuna variedad riemanniana completa con una estruc-
tura de grupo de Lie abeliano. Asumamos que H : M = M es una apli-
cacion congunto-valorada con la propiedad de Aubin para L < 1 (es decir es
pseudo-contractiva), y que d(—H (x), —x) < ip. Entonces H tiene un punto fijo.
Ademds, B(a, R) contiene un punto fijo siempre y cuando H(a) N B(a, R(1 —
1)) #0.

Demostracion. Solo tenemos que aplicar el corolario 5.16 a g(x) = —x, H,y A =
1, ya que satisfacen las condiciones del corolario (g tiene derivadas direccionales
laterales y cumple las desigualdades del corolario para Ky = 1 y H tiene la
propiedad de Aubin con L < Kj). Ademas F(z) = —z + H(x) satisface también
la condicién F(a) N B(0y, R(1 — L)) # 0 ya que H(a) N B(a, R(1—L)) # 0,y
podemos deducir que hay un zg € B(a, R) tal que 0 € F(z), o equivalentemente
que zo € H(xp). O

También podemos asegurar la existencia de soluciones para familias de ecua-
ciones, que cumplan unas determinadas condiciones. Asi tendriamos el siguiete
teorema:

Teorema 5.21. Sea M una variedad riemanniana completa con una estructura
de grupo de Lie abeliano. Sea g : B(a,R) C M — M wuna funcién continua,
Ky > 0, P un espacio topoldgico compacto de pardmetros y h : B(a, R)xP — M.
Definimos f(x,a) = g(x) + h(z, o). Supongamos que

1. d(—=h(z,a),g(x)) < iy para todo o € P para todo x € B(a, R).
g satisface la condicion (sDC) o la (—sDC') en cada x € B(a, R).

hy : P — M es continua para cada x € B(a, R).

e e

Para cada x1, 25 € B(a, R) yay € P, existe un ag € P, tal que d(h(z1, ), h(z2, ag)) <
Ld(z1,x2), con L < K.
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5. FEziste un ag € P tal que d(Opy, f(a,ap)) < R(Ko— L).
Entonces el problema f(z,a) =0, z € B(a, R), o € P tiene solucion.

Demostracion. Consideramos la aplicacién conjunto-valorada C' : B(a,R) C
M = M definida por C(z) = {f(x, &) }acr = 9(x)+{h(z, @) }aep = g(z)+H ().
Entonces H(x) es compacta por la condicién 3, H es L — Lipschitz por 4, y
C(a) N B(0,R(Kg — L)) # 0 por 5. Por lo tanto por el corolario 5.13, existe un
xy € B(a, R) tal que 0 € C(xg), o equivalentemente f(xg,«) = 0 para algin
a € P.

U

Observacién 5.22. La condicién (3) se satisface facilmente si consideramos
un conjunto finito de pardmetros. Por otro lado, la condicién (4) es mdas débil
que pedir que todos los h, sean Lipschitz. De hecho, no es necesario considerar
funciones continuas, como en el siguiente ejemplo: P = {1,2}, E C R, hy = xg,
he = xge.

Podemos deducir otro resultado, considerando pequenas perturbaciones de
funciones con ceros o con puntos fijos. Para hacerlo més sencillo, trabajaremos
solo en el caso R™.

Teorema 5.23. Sea g : R® — R" una funcion continua, con derivadas direc-
cionales laterales continuas, ¢'(.,h). Sea a € Y tal que g(a) = 0. Supongamos
que se tiene una de estas condiciones

1. infeesR7L (SuphESRn <67 g,(a7 h))) > O
2. SupeGSRn (infhESRn <€7 g,(aa h))) < 0.

Sea H : R" = R" una aplicacion conjunto-valorada con la propiedad de Aubin
con modulo L < Ky. Entonces F' = g + aH tiene un cero, siempre que o es
bastante pequena.

Demostracion. Asumimos que in feesy, (SUphesyn (€, ¢'(a, h))) > 0. Para cada e €
Sgn, sean h, € Sgn y C. > 0 tales que (e, ¢'(a, h)) = C.. Sea U, un entorno de e,
y re > 0 tal que (€, ¢/(z, he)) > & siempre que € € U, y = € B(a,r.). Podemos
cubrir Sg» con un nimero finito de estos entornos U, ..., U.,, por compacidad.
Si R = min(re,,...,Te,), tenemos que para cada xg € B(a, R) y cada e € Sgn
hay un h € Sgn (b = hey,... 0 h = h,) tal que (e, ¢'(zo, h)) > Ky para Ky =
'rm'n(C;1 I, %) Por 1ltimo, si a es bastante pequeno tal que la constante de
Lipschitz de aH es més pequena que Ky y «f||H(a)|| < R(Ky — L), podemos
aplicar el corolario 5.16 y concluir que g + aoH tiene un cero en B(a, R). [
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Observacion 5.24. Para obtener el resultado anterior en variedades rieman-
nianas, tendriamos que suponer que ¢'(.,h) y ¢'(a,.) son continuas, ya que nos
moveriamos en diferentes espacios tangentes dependiendo del punto.

De la misma forma que en el ultimo corolario, podemos obtener un resultado
analogo para puntos fijos.

Teorema 5.25. Sea g : B(a,R) — R"™ una funcidn continua, con derivadas
direccionales laterales continuas, ¢'(., h). Sea a un punto fijo para g. Supongamos
que 0 N fecsen (SUPResy (6,9 (a,h) — h)) > 0 0 Supecsan (infresyn (€, ¢ (a, h) —
h)) < 0. Sea H : R" = R™ una aplicacion conjunto-valorada Lipschitz. Entonces
F =g+ aH tiene un punto fijo siempre que o sea suficientemente pequeno.

Podemos hacer una reformulaciéon mas sencilla de los teoremas principales
de este capitulo, si trabajamos en un espacio de Hilbert H.

Teorema 5.26. Sea H un espacio de Hilbert. Sea a € H. Sea G : B(a, R) = 'H
una aplicacion conjunto-valorada que satisface (WDC) para Ko > 0. Sea H :
H = H una aplicacion conjunto-valorada y que tenga la propiedad de Aubin con
modulo L < Ky. Asumimos también que para cada xz € B(a, R), al menos uno de

los conguntos G(x), H(x) es compacto. Entonces la ecuacion 0 € F(x) = G(x)+
H(x) tiene una solucién en B(a, R) siempre que F(a) N B(0, R(Ky — L)) # 0.

Teorema 5.27. Sea H un espacio de Hilbert. Sea a € y. Sea G : B(a,R) C
H = 'H una aplicacion conjunto-valorada, y Ko > 1. Asumimos que G satisface
la condicion (W DC') para Ky. Sea H : H = H una aplicacion conjunto-valorada
con la propiedad de Aubin con modulo L < Ky— 1. Asumimos también que para
cada © € B(a,R) al menos uno de los conjuntos G(x) y H(x) es compacto.
Entonces la aplicacion F(x) = G(z) + H(x) tiene un punto fijo en B(a, R)
siempre que F(a) N B(a, R(Kq— L —1)) # 0.
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