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La energia potencial del sistema, calculada respecto de su
valor para la configuracidn de equilibrio, que se toma como cero,
es debida a la medificacién de los parfmetros internos de la molé
cula (longitudes y &ngulos de enlace) como consecuencia de la vi-
bracién.

Si se supone que las fuerzas que tienden a volver los &to-
mos a sus posiciones de equilibrio son proporcionales a la maghi-
tud de la variacién de los pard@metros internos, para pequefios des
plazamientos de los &tomos, el potencial puede desarrollarse en

serie de Taylor de la forma:
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donde Ri’Rj"°' representan las variac¢iones de las distancias in-

teratémicas en la vibracién.

Para vibraciones arménicas dicho potencial se reduce a:
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gue se puede escribir en la forma:
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T
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siendo
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las denominadas "constantes de fuerza" armdnicas.

Dado que Ri’Rj se pueden expresar como combinaciones linea-
les de coordenadas cartesianas de desplazamiento, la energia po-
tencial puedé escribirse en funcién de dichas coordenadas como:
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La ecuacidn clisica del movimiento, para la masa i, tiene

la forma general:

d oT A%
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donde x representa las coordenadas empleadas para definir el mo-

vimiento, cuyas soluciones son del tipo:

X, = AFX)
i i
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siendo:

alx

5 amplitud del movimiento, en que el superindice indica

el tipo de coordenada que se emplea para definir el
movimiento
e = constante de fase
2 2 3 . u . . ' -
A = 4n"v" , siendo v la frecuencia clasica de vibracidn

-1
en s .

La resolucidn de las ecuaciones del movimiento, conduce a

. . . X
un sistema de 3n ecuaciones lineales homogé&neas en Aé ), para el
que las posibles soluciones no triviales se obtiénen para valores

de X que hacen cero el denominado determinante secular:
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El desarrollo del determinante conduce a una ecuacidn de

grado 3n cuya resolucidn proporciona los valores de A, a partir



de los cuales se pueden obtener las frecuencias de vibracién. De
ellas seis (cinco para moléculas lineales) son nulas: correspon-

den a las denominadas vibraciones no genuinas.

Una vez obtenidos los valores de 1A, su sustitucibén sucesi-
va en el sistema lineal de ecuaciones |9, permite determinar los
valores de las amplitudes Aix) de cada uno de los &tomos en el mo
do de frecuencia Ai e 4n2vi, valores que, en cualquier caso, son
relativos.

En cada uno de estos modos todos los dtomos que constituyen

la molécula vibran con la misma frecuencia y fase, pero no con la

misma amplitud.

IT.1.1.b) Coordenadas ponderadas de desplazamiento

A veces las coordenadas cartesianas de desplazamiento son
reemplazadas por coordenadas de desplazamiento de masa ajustada

o ponderadas, q,, definidas como:

£, |10 |

En estas coordenadas la energia cinética vibracional tiene

la forma:

2T=§éi . 11|
e

en tanto que la energia potencial, supuestas, de nuevo, pequefias

oscilaciones de tipo armdnico, resulta:

L]
2V = Z £i5 9395 |12 |
1]
andloga a |[4]|, siendo f;j constantes de fuerza que incluyen fun-

ciones de las masas atSmicas.



Una vez obtenidas las expresiones para la energia cinética y
potencial, T y V, pueden resolverse las 3n ecuaciones de movimien
to, resultando un conjunto de 3n ecuaciones diferenciales de se-

gundo grado del tipo:

- .
q; + Zfij g, =0 |13]
]
cuyas soluciones son, como ya se ha indicado anteriormente, del

tipo:

q; = Aiq) cos (A2 £ e |14]

La expresifn abreviada del sistema de ecuaciones resultante serfa:
Z(f -8, aldog i = 1,2
j i3 15 = i=1,2,...,3n |15 |

Su resolucién proporciona, nuevamente, las frecuencias cla-
sicas de vibracién de la molécula, a partir de las cuales se pue-

den obtener las amplitudes del movimiento de los &tomos.

II.1.1l.c) Coordenadas normales

Como ya se ha indicado, puede demostrarse (3 ) que seis de
las raices de la ecuacidn secular son iguales a cero (cinco si la
molécula es lineal) quedando 3n-6 distintas de cero (3n-5 para mo
léculas lineales). A cada una de estas raices X le corresponde

un conjunto de amplitudes A; de las que la resolucidn del siste

kl
ma [l5| permite s6lo determinar .sus relaciones, aungue no sus va-
lores absolutos. Es conveniente introducir ciertos nimeros que

estén en la misma relacidn que las amplitudes, pero cuyos valores

sean independientes de las magnitudes de &stas. Este conjunto de

nimeros viene definido por:



A _
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que, como puede comprobarse, no dependen de los del conjunto ar-
bitrario Ay utilizado y que estén normalizados.

Para cada solucién A, de |15 ], 1a ecuacién |14 | indica que
los &tomos realizan oscilaciones arménicas simples alrededor de
sus posiciones de equilibrio, con la misma frecuencia,xi/z/Zw Yy

fase, pero con amplitudes, en general, diferentes, Aik=cklik

Ek,

(siendo C, una constante que depende de las condiciones iniciales).

k
zZn dichas oscilaciones, todos los &tomos pasan al mismo tiempo
por sus posiciones de equilibrio y de mdxima elongacidn. Esto es

lo que se llama modo normal de vibracién o vibracién normal y

la frecuencia corresporidiente se denomina frecuencia normal de

vibracién.
Las coordenadas qy mediante una transformacién lineal ade
cuada, se convierten en un conjunto de coordenadas Qk’ llamadas

coordenadas normales:
% = 2 lix g 1271
i
Esto significa que cada coordenada normal es una combina-
cién I'ineal de las 3n coordenadas ponderadas. Al ser la transfor

macién anterior ortogonal, los mismos coeficientes lik pueden

realizar la transformacién inversa:

9 = % ik % 18|

En funcién de las coordenadas normales, la expresidn de la

energia cinética queda:



22

2T = .

2 Qf | 19
l B

La expresifn de la energia potencial, en cambio, se simpli-

fica bastante, puesto que se suprimen los té&rminos cruzados.
2v =3 a, @2 |20]
. i~ i
i
En estas coordenadas, las ecuaciones del movimiento se redu

cen a:
.. N _
Op + 2 Q =0 | 21]

cuyas soluciones son de la forma:

1/2

_ A (Q)
Qk = Ak cos(kk

£ +ey) | 22|

Puede demostrarse (4) que los coeficientes lik son precisa

Q)
k

mente los que dan las amplitudes A de los modos normales de vi

bracién. Asimismo, los valores de A son las raices de la . ecua-

K’
cién'secular. Por lo tanto, cualguier movimiento vibracional de
una molécula puede consiferarse como una superposicién de movi-
mientos arménicos simples independientes, representados cada uno
de ellos por una coordenada normal.

Las coordenadas normales son muy importantes, porque for-
man la base de una representacién completamente reducida del gru
po de simetrfa al que pertenece la molécula. Esto permite determi
nar fdcilmente el nGmero de coordenadas normales gue pertenecen
a cada especie de simetria.

En particular, las coordenadas normales correspondientes a
modos normales no degenerados, forman la base de las representa-

ciones unidimensionales del grupo, mientras que las d coordena-

das corresponden a d modos degenerados entre si forman la base de



una representacién d-dimensional.

I1.1.d) Coordenadas internas

En el tratamiento del movimiento puramente vibracional es
Gtil introducir un conjunto de coordénadas qﬁe describan las po-
siciones relativas de los ndcleos, sin tener en cuenta la posicién
de la molécula como un todo, o su orientacibén en el espacio; di-
chas coordenadas se denominan "internas". Para una molécula rio
lineal, el nGmero de &stas, independientes entre si, serd de
3n-6, igual al de coordenadas de desplazamiento menos las tres
que definen la posicidn del centro de masas del sistema y las
tres que dan su orientacidn en el espacio.

Las coordenadas internas se representan, generalmente, por
R.i y se definen como combinaciones lineales de coordenadas de
desplazamiento o de coordenadas ponderadas:

Ry = ;bij 53’ 6 R; = %:dij a; {23 ]

o bien empleando notacidén matricial:
R = BX 6 R = Dg |23

siendo R una matriz columna de 3n-6 elementos, X y q son matrices
columna de 3n elementos y las matrices de transformacién B y D
son matrices rectangulares de dimensiones 3n-6 x 3n.

Sea B la matriz que genera las coordenadas internas R a par
tir de las coordenadas de desplazamiento cartesianas X. Ahadien-
do seis filas m&s, podemos construir una matriz cuadrada. Las fi
las anadidas forman una matriz Bo de dimensiones 6 x 3n, La ma-
triz cuadrada asi construida estard partida. Cuando premultipli~

que a X, dar& una matriz columna gque estari, a su vez, partida.



La parte superior de la matriz producto (R), vendria dada

por:
R = B X |25]

siendo sus elementos las 3n-6 coordenadas internas. La parte in-
ferior Ro’ por analogia con By contiene las seis coordenadas
restantes, que est&n relacionadas con los movimientos traslacio-
nal y rotacional de la molécula. Estas coordenadas pueden llamar
se coordenadas externas, correspondiendo a las denominadas vibra
ciones no genuirnas.

La matriz cuadrada formada por B y B, tendrd matriz inver
sa, formada por A y A,, cuyo uso permite expresar las coordena-
das de desplazamiento cartesianas en términos de las coordenadas

internas y externas; esto es:

R
X = a |a, |26 ]
Ro
Sustituyendo la expresidn resultante para X en la-expresidn

que da la energia cinética total: 2T = X MX , se obtiene:

R
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Realizando el producto matricial indicado, resulta:

.
- ~

2T -REMAR +RAM Aoéo+ﬁ°XOMA1i +ROXOM Aoizo | 28]

La energia cinética total es la suma de cuatro términos. El
primero representa la energia cinética vibracional de la molé&cu-
la, mientras que el cuarto da la energia cinética de traslacibn
y rotacidén. Las dos restantes incluyen simult&neamente coordena-
das internas y externas; representan la contribucién a la energim
cinética total de la interaccidn entre el movimiento vibracional
y otros tipos de movimientous, en particular, el rotacional.

Para' tratar el problema vibracional puro, sb8lo se harid uso

del primer té&rmino:
2T = RAMAR | 29|
Esta aproximacién supone gque los términos segundo y tercero

son pequenos y pueden hacerse igual a cero:

XMA = 0
@]
~ | 30 |
AMA =o0
(o]

Una forma adecuada de expresar la energia cinética puramen
te vibracional, es mediante el uso de la matriz G, introducida
por E. Bright Wilson Jr , definida como:

G=p8MN1E | 31

siendo B la matriz que genera las coordenadas internas a partir
de las coordenadas de desplazamiento cartesianas anteriormente

. . .‘l . . P
definidas|25] , y ¥ 7 la inversa de la matriz M de las masas atd

micas.



Para entender el significado de G se ha de tener en cuenta
el hecho de que la matriz formada por A y Ao es la inversa de la
formada por B y Bo' El producto de ambas es la matriz unidad.

Teniendo en cuenta el producto siguiente:

B BA |BAg

o]
o
]
]
t
"W

£

O
Bo BoA |BoAo

3n

se cumple que:

BA = E3n-6
Bvo = E6
2
BA =o0 32 |
e}
BA = o0
o)

Es interesante destacar gue, aungue B A=E,es impropio decir
que B y A son inversas una de otra, ya que sb8lo estd definida la
matriz inversa para matrices cuadradas y A y B no lo son. Lo mig
mo cabria decir para B, ¥ Aj-

Considerando ahora el producto inverso:

B
A Ao = AB + AgBo | 134l
Bo
se puede porer que: )
A B+ AB = Ey |35]

Yy, por tanto:



Al posmultiplicar la matriz G, anteriormente definida, por
A M A:

cAuMa=BM'BEIua 137]

teniendo en cuenta el valor de B X , resulta:

cAua=syatE BX)ma=sulMa-suEiua Ed
3n o) oo

habida cuenta que la aproximacién usada implica: X;M A =20, el

segundo té&rmino de 38| se anula y:

~ _l‘ _ _
GAMA=BM MA=BA=E; . |39]
es decir:
¢l Aua 40|

y puesto que 2T = RAMA é, se puede escribir:

2T = X ¢7IR |41 |
siendo G una matriz cuadrada simétrica de orden 3n-6.
Al ser la energia potencial V sb8lo funcién de las coordena

das internas Ri’ suponiendo que los desplazamientos nucleares son

de pequeila amplitud, toma la forma:

IZZ(&R&R) RR + oo 42|

y si se desprecian los té&rminos clibicos y superiores en el desa-

rrollo (aproximacién armdnica), la energia potencial se reduce a:

vV = ZZ(aRiaR) R;R; 1431

llamando:



"=3;3R.33,-R_'. =F-i |44|
i]j %75 J

resulta:
= . . 45
SEDM NS &
13
expresable en forma matricial como:
2v= R F R | 46|

siendo F una matriz cuadrada y simétrica, cuyos elementos son las
constantes de fuerza Fij'

Una vez obtenidas las expresiones de las energias cinética
y potencial en funcién de las matrices G y F respectivamente, la
resolucién de las ecuaciones del movimiento en coordenadas inter-

nas conduce a la ecuacidn secular:
IF - A ¢t | =0 |47 |

cuya resolucién permite obtener las 3n-6 frecuencias normales de
vibracién de la molécula.

Esta ecuacién se puede convertir en otra mis cémoda de uti-
lizar sin mads que multiplicarla por la derecha por G.

1

IF G - AG~°G | =0 |48 ]

P ¢ = \E| =0 |49 |

II.l1.1l.e) Coordenadas de simetria

Para deducir la complejidad del tratamiento matemdtico, con
viene aprovechar a1 mdximo las propiedades de simetria de la mo-
lécula, siendo conveniente utilizar las llamadas coordenadas in-
ternas de simetria S; » que se definen como combinaciones linea-

les de las coordenadas internas Rj . A partir de éstas, se puede



generar un grupo de coordenadas internas de simetria o abreviada

mente coordenadas de simetrfa, mediante la transformacidn:
S =UR |50]

Se puede demostrar (5 ) que la matriz U de transformacidn

es una matriz ortogonal; por lo que:
S=UR R=0S 51|

y transformaciones anilogas para las matrices derivadas. Teniendo
esto en cuenta, la energia cinética vibracional vendr& dada por:

-1

or =RgtR=5ucgt? -1

US=5G"s 52|
donde se ha representado nuevamente por G la matriz G de Wilson
para coordenadas de simetria, que viene dada por:

¢l = u g 1o G=UGU 1531

De forma andloga, la energia potencial en coordenadas de

simetria viene dada por:

2W=RFR=SUFUs=S8FSs |54
siendo:

F=U FU |55 |

Puesto que, tanto la energia cinética como la potencial,
han de ser invariantes frente a cualquier operacidn de simetria
del grupo al que pertenece.la moléculé, se deben cumplir las si-
guientes condiciones:

| a) No pueden aparecer productos cruzados entre coordenadas
de distintas especies de simetria.

b) En caso de pares degenerados S 'Sb' no pueden aparecer
a



productos cruzados Sasb’ sino sblo términos Sz Yy Sé, con iguales
coeficientes.
c) Cuando Hay dos pares degenerados de la misma especie, Sid

S no puede haber productos cruzados con subindices

ib ¥ S35a785p7

ab 6 ba, sino s68lo términos del tipo Siasja v sibsjb’

con iguales
coeficientes.

Debido a las restricciones anteriores, no aparecen determi-
nados productos de coordenadas, por lo que los correspondientes
elementos de las matrices F y G deben ser cero, o dicho de otra
forma: "el empleo de coordenadas internas de simetria, factori
za las matrices F y G por bloques, dispuestos a lo largo de la
diagonal principal". En ambas matrices los bloques serdn andlogos
en posicién, diménsidén v nfimero.Es decir, las coordenadas in-
ternas de simetria factorizan el determinante secular en un cier-
to nGmero de blogques independientes, tantos como especies de si-
metrfa correspondan a las distintas coordenadas. Si alguna de é&s-
tas es d veces degenerada, aparecerin d blogques iguales. El orden
de cada blogue es igual al nmero de coordenadas internas ‘e sime
tria de la respectiva especie.

Al multiplicar ambas matrices, igualmente factorizadas, el

producto FG serd, a su vez, una matriz diagonalizada de idéntica

forma. Lo mismo ocurriri con el determinante secular:
|FG -2 E |=0 [ 56 |

Para que este determinante se anule, es evidente gque cada

uno de los blogues, por separado, debe ser igual a cero.



Las coordenadas internas de simetria petrtenecen, pues, a al
gunas de las especies de simetria del grupo puntual de la molé&cu-
la, es decir, se transforman bajo las operaciones de simetria de
la misma forma que alguna de las representaciones irreducibles del
grupo, pudiendo realizarse una transformacidén desde el grupo de
las coordenadas de simetria al de las coordenadas normales, don-
de cada una de éstas esté representada como una combinacidén lineal
de coordenadas internas de simetria, cumpliéndose que: "las coor-
denadas internas de simetria que entran a formar parte de la

combinacién lineal pertenecen a una misma especie de simetria".

II.1.2. CAMPOS DE FUERZA UTIELIZADOS

Tanto la frecuencia como la forma de las vibraciones mole-
culares dependen de su geometrfa, de las masas de los &tomos gque
la constitiyen y del campo de fuerzas gue tiende a restaurar la
configuracién de equilibrio de la molécula cuando &sta sufre una
distorsién. La estructura geométrica de la molécula puede cono-
cerse por aplicacién de las té&cnicas de difraccibén y los diver-
sos tipos de espectroscopias, por lo que sb8lo es necesario cono-
cer el campo de fuerzas intramolecular para poder calcular las
frecuencias de vibracidén. En la préictica, Gnicamente para molécu
las muy senciilas,'se ha PO&idO determinar por métodos mecano=
cudnticos el campo de fuerzas molecular. Por lo tanto, el primer
problema que se plantea es el de elegir el modelo de campo de
fuerzas o funcién de energia potencial adecuado. Para ello, se
han propuesto numerosos modelos (5,6 ), de los que comentaremos

brevemente los mis generales y, por ello los m&s empleados en la



pré&ctica.

A parte de su inter€s tedrico, la obtencidén del campo de
fuerzas tiene gran importancia pues permite predecir y analizar
los espectros de molécutas complejas.

Como es bien sabido, la energfa potencial de una molécula
puede expresarse como un desarrollo en serie de Taylor en funcién
de las coordenadas internas, R, (pdg. 14 ). Si de este desarrollo
s6lo se retienen los términos cuadriticos, la funcidn potencial
se llama arménica, siendo los coeficientes de dichos términos

cuadriticos

2 2
F_,=___8V—_ = ._g__l].___ = F.. ] 1571

1] 3R. 3R, dR. 3 R. Ji
i j j i

las denominadas constantes de fuerza armdnicas, cuyo conjupto
constituye la llamada funcidn potencial cuadr&itica general.

En general, el n@imero de constantes de fuerza es mucho ma-
yor que el ndmero de datos disponibles para su c8tculo, por lo
que el problema estd indeterminado. Si la molé&cula posee una
cierta simetria, el nlmero de constantes de fuerza diferentes se
reduce bastante, ya gue existen algunas que son iguales entre si.
Puesto gue las coordenadas de simetria factorizan en blogques la
ecuacién secular, si n es el orden de cada blogque (igual al nG-
mero de vibracicnes de distinta frecuencia de la especie de
simetriari), el ndmero total de constantes de fuerza necesario

para calcular dichas frecuencias seri:

1
;7 n_ (n +1) 58|



AGn con esta reduccién, solamente en el caso de mol&culas
muy sencillas o de elevada simetrfa, el nfimero de constantes de
fuerza es suficientemente pequeﬁo para poder calcular las frecuen
cias de vibracidn. Pero, en general, este no es el caso, por lo
que para su cdlculo, es necesario disponer de datos adicionales
sobre especies isotSpicas o moléculas relacionadas.

No obstante, el procedimiento habitual es simplificar el
campo de fuerzas, haciendo nulos algunos de los elementos de la
matriz F.

A continuacién se relacionan algunos de los campos de fuer-

za aproximados m&s utilizados.

ITI.1.2.a) Campo de fuerzas centrales

En esta hipStesis, se supone que las fuerzas que mantienen
a los dtomos en sus posiciones de equilibrio actfian unicamente
en la direccidén de las lineas de unién de cada pareja de &tomos.
Este campo de fuerzas apenas se usa en la actualidad, En (5) pue
den verse algunos de los resultados obtenidos para el caso de mo-

l&culas sencillas.

II.1.2.b) Campo de fuerzas de valencia

La simplificacién que entrafa el empleo de campos de fuer-
za centrales es demasiado dré&stica, por ello se recurre a campos
del tipo de valencia, que pueden ser a su vez: de valencia gene-
ralizado (G.V.F.F.), o de valencia simplificado (S.V.F.F.). Am-
bos suponen la existencia de fuerzas que se oponen a las modifi-
caciones de las longitudes y adngulos de enlace, lo que equivale

a hacer algunas de las constantes de fuerza de interaccifn igua-



les a cero, por ej.: algunos de los elementos fuera de la diago-
nal principal de la matriz F (la experiencia demuestra que las
constantes de interaccién del tipo de valencia suelen ser consi-
derablemente mds pequefias que las constantes principales corres-
pondientes a tensiones y flexiones de enlaces que aparecen sobre
la diagonal principal). Asi, el nGmero de parémetros se puede re
ducir de tal forma, que las frecuencias observadas sean suficien
tes para determinarlos. El hecho de gque los parémetros del campo
simplificado reproduzcan los datos experimentales, no significa
que este campo d& una buena aproximacién a la realidad.

Algunas veces, para un campo de valencia, todos los elemen
tos fuera de la diagonal principal de la matriz F se hacen cero.
En este caso el campo se denomina campo de fuerzas de valencia
simplificado (S.V.F.F.). Al reducir dristicamente el nfimero de
pardmetros hasta hacerle menor que el nfimero de frecuencias ob-
servadas, se pueden determinar aquéllos sin usar todos los datos
experimentales. La fiabilidad del campo empleado se puede exami-
nar usando los parémetros obtenidos para calcular la frecuencia
o frecuencias que no se utilizaron.

A pesar de sus limitaciones, los campos de fuerza de va-
lencia tienen gran interés para realizar cilculos aproximados de
las frecuencias de vibracidn asociadas a determinados enlaces o

grupos atémicos de moléculas complejas.

II.1.2.c) Campo de fuerza de Urey-Bradley

La funcién potencial de Urey-Bradley (U.B.F.F.) propuesta

por estos autores en 1931, y que se conoce también como campo de



fuerzas de Urey-Bradley-Simanouchi (S.B.U.F.F.), por haber sido
este investigador japoné€s el que m&s lo ha aplicado, es del tipo
de fuerzas de valencia para las constantes de fuerza principales,
pero incluye ademds algunos términos del tipo de fuerzas centra-
les, que dan cuenta de la repulsidén entre dtomos no enlazados.
En (7 ) se discute en detalle el campo de fuerzas U.B.F.F.

para la molécula de benceno.



II.2. TRATAMIENTO CUANTICO

El objeto de este apartado es exponer brevemente las ideas
bdsicas acerca de los estados de vibracién moleculares, asi como
de las frecuencias de vibracidén del sistema, que pueden obtener-
se mediante los mé&todos de la mecanica cudntica, en particular
de la mec&nica ondulatoria de Schrodinger.

La resolucién del problema del movimiento nuclear se lleva
a cabo en la aproximacién de Born-Oppenheimer, gue separa los
movimientos electrénicos y nuc¢leares de la moléculab(4 ,8).

La sotucién aproximada de la ecuacibén de ondas vibracional
puede obtenerse resolviendo primero la ecuacidén electrénica, pa-
ra una configuracién fij& de los nGcleos; después, se resuelve
la ecuacién para los nficleos, en la que los valores propios de
la energia electrfnica, considerados como una funcidn de las dis
tancias internucleares, se introducen en la expresidn que di. la
energia potencial. Puede demostrafse (3,5) gue en una aproxi-
macién, no tan buena como la anterior, los movimientos de rota-
cibén y de vibracifn pueden tratarse por separado. En este caso,
la funcidén de ondas de vibracidn, es sélo funcidén de las coorde-
nadas internas.

Cuando se utilizan, para definir el movimiento vibracionai,
coordenadas normales, Qi’ la ecuacidn de ondas de vibracidn tie-
ne la forma:

2 3%y
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" E — + 5 Ei A, 0 ¥, =B, Y 159 |
1




en donde la suma se extiende sobre las 3n-6 coordenadas normales,

siendo xi las raices de la ecuacidn secular, relacionadas con las

. . . . 2 2
frecuencias clésicas de vibracién por: Ay o= 4 7 vy

La enorme ventaja de utilizar coordenadas normales es que la
ecuacidn |59‘ puede separarse en 3n-6 ecuaciones independientes,

una para cada coordenada normal. En efecto, haciendo:
Yy T Y109 ¥ (@) ¥3, (035 ¢) = T Y () |60
se obtiene f&cilmente:
2

2 4d-y,
_ h 1 1 2‘y = y 61
8 557* 7 TR Y [61]

1

siendo la energia total de vibraciédn:

EV=E1+E2+...+E3n_6=ZlEi | 62]

La ecuacién |$9! es la conocida ecuacién de ondas de un os-
cilador lineal arménico de masa unidad y energia potencial l/ZAfé-
Es decir, gue en mecinica cufntica, como en mecinica cléisica, las
vibraciones de una molécula pueden considerarse (en una aproxima-
cibn satisfactoria) como una superposicién de 2n-6 vibraciones ar
mdnicas simples segfin las respectivas coordenadas normales. En es
ta aproximacién, la funcidn de ondas total de vibracidn se puede
expresar como producto de 3n-6 funciones de onda del coscilador
lineal armdénico, siendo la energia total de vibracién la suma de

las correspondientes a dichos osciladores arménicos.

II.2.1. ECUACION DE ONDAS VIBRACIONAL
En el tratamiehto mecanocudntico, cada una de las ecuaciones

de ondas tndividuales |61| se puede resolver por separado para



dar la funcién propia by Y el correspondiente valor propio Ek'

Se puede demostrar (85), que las funciones éropias son orto
gonales, con independencia de que las vibraciones sean arménicas
o no.

Las funciones de cnda correspondientes a coordenadas norma-

(@) ok degeneradas son, a su vez, degeneradas @ o (P

les @
Es fdcil comprobar que cualquier combinacidén lineal de fun-
ciones propias degeneradas es tambi&n una funcién propia, con el

(a)=E(b)

mismo valor precpio. Ahora bien, puesto que E =..., las

funciones w(a),w(b)

..., correspondientes a vibraciones degenera-
das, no son necesariamente ortogonales, pero siempre es posible
construir combinaciones lineales gque cumplan esa condicién.

Las soluciones de |6.| son del tipo:

1 2 1/2
y = N exp (- > Y Qk) Hv(xk Qk) |63 ]

v
4n2
donde Nv 2s una constante de normalizacidn, Yk = T Vo y Hv

son los llamados polinomios de Hermite.

IT.2.2,. NIVELES DE VIBRACION
La energia vibracional de una molécula poliatdmica, supues-

tas armdnicas las vibraciones, viene dada por:

— l - —
EV—iZ(Vi+2—) hes, v, = 0,1,2... |64 |

donde Ci es la frecuencia clisica de vibracidn en cm-l, asociada
con la coordenada normal Qi y v, es el nGmero cudntico corresgon-
dientse.

Al nivel vibracional mds bajo de la molécula se le denomina

nivel base y corresponde a una situacién vibracional en la que el



ndmero cudntico vibracional para todos los modos normales es ce-

ro. La energia de este nivel seri:

1 3n-6 =
EO = 2— h c lZl \)i IGDI

E, se denomina energia residual de vibracidén,y para moléculas po-
liat8micas puede ser relativamente alta.

Si todos los nlGmeros cufnticos vibracionales son cero excep
to uno, que es la unidad, los niveles de energia correspondientes
reciben el nombre de fundamentales. E1l nCmero de estos niveles es
3n-6.

Los niveles sobretono corresponden a aquellcs estados para
los que todos los nGmeros culnticos de vibracién son cero excep-
to uno, cuyo valor es mayor que la unidad. Si el nfmero cudntico
Vk vale 2, se habla del primer sobretono, si toma el valor 3, se
habla del segundo,y as® sucesivamente.

Por ltimo, se denominan niveles de combkinacidn, aguellos
para los cuales dos o mds nGmeros cuinticos son distintos de ce-
ro. El nlmero de niveles de combinacidén puede llegar a ser muy
grande, formando casi un continuo por encima de un limite dadec.
Afortunadamente, estos niveles muy excitados son de poco interés
en espectroscopia vibracional.

En la denominada espectroscopia de absorcidn, las transicio
nes mis importantes son las que tienen lugar entre el nivel base
y los correspondientes fundamentales. Las frecuencias asociadas
con estas transiciones son las frecuencias fundamentales de vi-
bracién, que se corresponden con las <cl&sicas.

El nombre de fundamental se utiliza, tanto para la frecuen

cia correspondiente Vi s COMO para el nivel con Vk=l' De igual



forma, se llama sobretonos a las transficiones desde el nivel m4s
bajo a los niveles de sobretono, y combinaciones, a las transicio
nes a los niveles de combinacién.

Las transiciones entre dos niveles excitados ccrrespondien-
tes al mismo modo normal, se llaman transiciones calientes, sien
do poco importantes a temperatura ambiente.

También pueden ocurrir transiciones entre dos niveles exci
tados correspondientes a modos ncrmales diferentes; las frecuen-
cias asociadas a estas transiciones reciben el nombre de frecuen

cias de diferencia.



II.3. REGLAS DE SELECCION; TEORIAS CLASICA Y CUANTICA

II.3.1. TEORIA CLASICA DE LA ABSORCION Y EMISION DE RADIACION IN-

FRARROJA

De acuerdo con la electrodinfmica, un sistema emite radia-
cidén electromagnética en virtud de cambios perifdicos en su momen
to dipolar eléctrico, siendo la frecuencia de la radiacidén emiti-
da la misma gque la de las oscilaciones dipolares.

El momento dipolar eléctrico de la molécula (1) es un vec-
tor, que tendr& tres componentes gt My y u,, en el espacio tri
dimensional.

En la aproximacién del oscilador armbnico, las vibraciones
moleculares se pueden considerar como superposicidn de un nfmero
limitado de modos normales, cada uno con su propia frecuencia
normal Vi s Esto implica que I sdlo puede oscilar con estas fre-
cuencias, y que el sistema s6lo puede absorber o emitir radiacidn
electromagnética correspondiente a dichas frecuencias normales.

La magnitud del momento dipolar molecular es funcién de las

coordenadas vibracionales Qy pudiendo, para pequenas oscilacio-

nes de la molécula, desarrollarse en serie de Taylor de la forma:

+... 166 |
Z: Qk o

Los subindices o indican valores para la configuracidén de

equilibrio de la molécula. Las componentes cartesianas serén:

ou
wo= (u) _ + —’i) Q. +...
X X'o :;x;Qk b k

LAY
= (u ) o+ };(—JK) Q. +...
Y Yy o k Qk o) k

167 ]



( é: (—auz) |67]
u_= (p_)  + Q +... 67
2 z’o 30 Jo Tk :

Suponiendo que las amplitudes de oscilacibén son muy peque-
fias, se pueden omitir en el desarrollo los términos de grado supe

rior a 1, con lo que la ecuacién |66| quedaria:

- Ay _ |68 |

Evidentemente, la condicién de que el momento dipolar molecu

lar pueda oscilar con la frecuencia Vi s €S que:

(3Ui/an)o?£o e i=x, Y, 2
para, al menos, una de sus componentes.

Esto constituye la regla de seleccifén para la abs&rcién in-
frarroja. Pertenece al grupo de reglas de seleccién denominadas
restrictivas, para dar énfasis a que su deduccién depende de dos
aproximaciones de partida. La primera es que las vibraciones mo-
leculares son armdnicas, y la segunda es que el momento dipolar
varia linealmente con la vibracién. En el capitulo III se veréd
cémo las restricciones impuestas por estas dos aproximaciones,
deben ser rebajadas, para llegar a lo que se llamari regla de se-

leccifén general.

II.3.2. TEORIA CUANTICA DE ABSORCION Y EMISION DE LA RADIACION
INFRARROJA.
Sea la transicibén entre dos estados vibracionales caracteri
zados por las funciones de onda wn Yy wm. El momento de transicién

correspondiente vendra dado por:
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unm_,/;n u ‘i’m dt

) y (u,) . son:

cuyas componentes cartesianas (u.) ., (uy nm

*
() om =fwn w, ¥ dr
. *
(uy)nm - \?n uy \ym dr [70|

*
(uz)nm =/‘£‘n M, ‘Pm dr

donde u, by ¥ My representan las componentes de 1; dT es el
elemento de volumen en el espacio configuracional, y las integra
les han de estar extendidas sobre la totalidad de este espacio.
El momento de transicién determina la intensidad de la ab-
sorcibn (o emisidn) de radiacibén para la transicidén en cuestidn.
De hecho, la relacidn entre esta intensidad y la magnitud del mo
mento de transicidn Mome ©S similar a la que existe entre la in-
tensidad de absorcidn (o emisidn) cldsica y la amplitud de osci-
lacidén de un momento dipolar ordinario. La intensidad total de
una transicién es proporcional al cuadrado de Momi POT lo que
una transicién, si el mecanismo de interaccidén es del tipb de

dipolo eléctrico, es prohibida cuando:

Hom = 0

Sustituyendo [66] en [69] queda:

"y aq ou . d
Y- Yo/ *n 9T +; 5@;0 o At It |71

A causa de la mutua ortogonalidad de las funciones de onda,

el primer término del segundo miembro se anula, a menos que n=m,



en cuyo caso, obviamente no existe transicidn.

Puesto que: wn = ; ¥ Yy Wm = E ka

la integral del segundo sumando de la ecuacibn |71| se puede es-

cribir:

f(; ARN (T ¥x) 9t =[“’:1 Ym1 99y [“';2 Y2 9Qp- -
* * l72|

/\"nk U *mk 2% fynk+l Yok+l 99%+1c e

Este término no desapareceré si se cumple que: a) para to-
dos los modos normales excepto para el k, ambos nfimeros cudnticos
son idénticos, y b) para el modo normal k el nfmero cuintico vi-
bracional cambia s6lo en una unidad. La condicifén a) es una conse
cuencia directa de la ortogonalidad mutua de las funciones de on-
da vibracionales. La condicién b) es una consecuencia de las pro
piedades particulares de los polinomios de Hermite.

En general, se puede decir que para cualquier transicién,
todos los nlimeros cudnticos vibracionales, excepto uno, deben ser
iguales, y el que cambia debe hacerlo en una unidad. El tratamien
to mecanocu&ntico estd de acuerdo con el cl&asico en gque las Gni-
cas frecuencias observables en el espectro son las frecuencias
normales individuales.

Esto no implica que todas éstas frecuencias sean activas:
puesto que el término k del sumatorio en |71]| no s8lo contiene
la integral que se ha considerado, sino también el factor
(au/an)O, s6lo si &ste dltimo factor no se anula para el menos
una de las componentes de 3, el modo normal de frecuencia Vi Sse-

rd activo. Esta es la misma regla de seleccibn gque se obtiene



mediante la teoria clé&sica.

IT.3.3. TEORIA CLASICA DE LA DISPERSION RAMAN

El efecto Raman es un fenSmeno de dispersién de la luz por
las moléculas, en que tiene lugar un cambio de frecuencia (defi-
nido en p&g l2). En este efecto estd implicado el momento dipolar
inducido en la molé&cula por el campo eléctrico de la radiacién
incidente.

Z1 campo eléctrico aplicado E inducird en una molécula elec
tricamente polarizable, un momento dipolar T . Para las intensida
des de radiacifn usadas en espectroscopia Raman, la relacidn en-
tre ;y E es:

>
i

=aE | 73|

donde o es la polarizabilidad eléctrica de la molé&cula.

En general, T tendrd una direccién diferente de E Yy, por
tanto, o no es una magnitud escalar, sino un tensor.

Las componentes del momento dipolar inducido T, estin rela
cionadas con las componentes del campo eléctrico E por las ecuacio

nes:

T =0 E + o E + a E |74 |

De las ecuaciones | 74| se deduce que las tres componentes
- . >
de E contribuyen a cada una de las tres componentes de m . Los

nueve coeficientes %53 son las componentes de la polarizabilidad



o, cumpliéndose que o .=a... Por tanto, s6lo seis de ellas son
g ij ji

diferentes.

Las ecuaciones | 74| se pueden representar en forma matri-

_cial:
Tx *xx *xy *x2 By )
v | T yx  Cyy  Cyz Ey 73]
"z %2x %zy  %z2 E, d
Como el momento dipolar, la polarizabilidad eléctrica de

una molécula es funcién de las coordenadas vibracionales normales,
pudiéndose desarrollar en serie de Taylor con respecto a estas
coordenadas; omitiendo las té&rminos cuadr&ticos y superiores del

desarrollo, se tiene:

= da 76
En espectroscopia Raman, el campo eléctrico se aplica en
forma de radiacidén monocromdtica de frecuencia v, que, general-

mente, corresponde a la zona visible. Usando la ecuacién |75],

se puede escribir

T=ab = GE+ Z(an E |77]
k

Puesto que e, es, simplemente, una constante molecular y B

!’

oscila con la frecuencia vo'; debe oscilar con esta misma fre-
cuencia, por lo que la muestra dispersa radiacién de la misma
frecuencia gque la excitatriz (dispersién Rayleigh).

Consideremos la contribucién de un modo vibracional parti-

cular, por ejemplo, el representado por la coordenada normal Qk'



