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CAPITULO 1

ISOMETRIAS LOCALES BIYECTIVAS EN R
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2.0. INTRODUCCION.

El presente capitulo esta ded:cado i1ntegramente al estudio de tas
isometrias locales en los nimeros reales, centrindose en particular
en ltas propredades de minimalidad de 1as mismas.

E! plan de! capitulo es el siguiente. £n e! apartado 2.1, se da la
definicidén de intercambio de intervalos, y una definici1dn de
t.1.b., que parte de prop:redades locales, pasandose en el apartado
2.2 a obtener fas primeras prop:edades globales de las i.1.b. En el
apartado 2.3 se consigue clasificar el dominio de tas i.l.b. en una
parte periddica y una parte aciclica, de forma que bajo cierta
hipdtesis complementaria a 1a definicidn, que luego desempeina tam-
bién un importante papel en las propiedades de las &rbitas, 1a
restriccidn de la t+.!.b. a la parte aciclica sigue siendo .1.b. En
e! apartado 2.4 se pasa a estudiar las 1.)l.b. aciclicas, encontrian-
dose que su estudio puede ser reducido al caso en que e) dominio
conste de un namero finito de componentes conexas de diametro
positivo, llamandose r.i, a 1as i1.!l.b. de este tipo. En el apartado
2.5. se obtienen 3algunas propiedades de las r.i., y en el apartado
6, que es el nidcleo central de! capituto, se estudian las propie-
dades de las érbitas de las r.oi. aciclicas, obtenié&ndose bajo’
hipdtesis complementartas l1os teoremas fundamentales, que son el de
recurrenc:a, el de estructura, y el de minimalidad. Finaimente en
el apartado 2.7 se cons:ge unad flexibt1:1zZ3ci3n de ta definicidn de
oL, at:r}l en las aplicaciones, y se extienden 10s teoremas funda-
mentales a r.i. que no satisfacen las h:pdétes:s complementarias
requeridas en el apartado 2.6.

2.t. DEFINICIONES.
2.1.1. Definici3n de 1ntercamb:o de intervalos (M. Keane 1975)
Sea X =z [0,1[ y n > | un entero Para cada vector de probab:lidad
a : ( ag,ap, .. ... ap)
con a; > O , para <ada ' ! 1 ¢ N escribimos
Bp = 0. 8, = ;ZGJ;
3=
Xy = (8,.¢.8,(
Sea T una permutacidén de los simbolos 1,2,3..... ,N . Entonces
a = (a1, ..., yar-l(n))

€s un vector de probabilidad con componentes positivas, y podemos
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formar l1os correspondientes 8T y X, T 1 ¢ ., ¢ n.
Definimos ahora T : X——pX poniendo :
Tx = x =8,y + BTr(4)-
para cada x € X, ycadat ¢ ¢ n. T aplica isométricamente
cada X, en el correspondiente intervalo X ;T
Liamamos a T el intercambpi,o de intervalos (g, T).

Las transformaciones asi definidas no son otras que las isometrias

a8 trozos del intervalo que preservan el orden. Los puntos de
discontinuidad son los extremos de los intervaios X,;, es decir los
BL ., pero se conserva la continuidad 3 |a derecha en dichos puntos.
2.1.1 Condicidén de minimalidad.
Sy T el intercambio de intervalos (a, T}, escribimos, para cada x €
X:

O*(x) = [ T'x : t 2 t 3

O-(x) = f T'x : t ¢ 0}

O(x) = O%(x) U 0O (%)

Decimos Qque T satisfasce la condicién de minimalidad si :
M 1) T es aperiédica, es decir cada O(x) es infinito
M 2) Si F es una union finita de intervalos semiabiertos
cuyos puntos extremos pertenecen al conjunto numerable

n-1
o® = U O(Bi)U ¢
i=0
Entonces TF = F implica F = X o F = ¢

El interés de 1a cond:cidn de minimaldad reside en el

siguiente
resul tado

Teorema ( Keane 1975 ): T satisface 1a condicién de minimalidad si
y sé/o si O(x) es denso en X para cada x € X.

2.1.2. Definicidn de isometria local

Sea S C R un conjunto localmente conexo y acotado. f:S—P$S es
una isometria local biyectiva si es una biyeccian con un conjunto
finito X(f) de puntos de discontinuidad - que |1l!amaremos puntos de
cambio - y tal que si x € S es un punto no aislado, existe un
intervalo 1(X) de didmetro positivo tal que:
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- x € I(x) C S

- f/1(x) es una isometria
Las irsometrias locales son biyecciones que transportan de forma
isométrica cada punto no arslado junto con todo un intervalo que /o

contiene.

Para indicar que f s una isometlria local biyectiva escribiremos de
aqui en adelante : f es una (.1.D0.

Si para cada intervalo ! (x) tal que f/1(X) es isédmetria, se sabe
ademas Qque la isometria es creciente, entonces diremos que f es
orientable.

En la siguiente figura se representa un ejempio de isometria local.

fig. 2.1

2.2. PROPIEDADES GLOBALES DE LAS ISOMETRIAS LOCALES BIYECTIVAS

En este apartado se estud:an las consecuencias en e} comportamiento
global de las 1.1.b. de su definicidn, que se basa en propiedades
de caracter esenc:3almente local. Antes de abordar su comportamiento
respecto a las i1teraciones, que es el obgetivo del capitulo, en
este vy los siguientes apartados pondremos las Dbases que nos
permitiradn una clasificacidén previa de las i.l.b. necesaria para el
estudio posterior de sus iteraciones.

2.2.% Conservacién de ia medida

Sea f: S—PS una i.l1.b. Si A C S es medible Lebesgue, entonces se
verifica que la medida de A, L (A), coincide con L(f"(A)).
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E1 subconjunto K de los puntos aislados de S es numerable, y basta
por tanto probar que Si1 un conjunto medible A est3 i1nclurdo en S5-K,
se verifica la condici1dn expuesta. Pero los puntos det conjunto
X(f) dividen !as componentes conexas de S - K, qQque son intervalos
de diametro positivo, en intervalos en cuya restr:iccidn f es conti-
nua. Es faci1l ver que la restriccidn de f a cada uno de esos
intervalos, ha de ser una isometria de la recta, ya que si dos
puntos de uno de tales i1ntervalos se vieran transportados cada uno
junto con todo un subintervalo, de forma isométrica, por dos isome-
tritas d:ferentes, deberia haber entre ambos algin punto de discon-
tinuidad. De este hecho se deduce inmediatamente el teorema..

2.2.2. Componentes isom&tricas

[ ] razonamiento anterior, prueba ademids que f es una isometria a
trozos. La siguirente definicidén, es de uso constante.

L lamaremos intervalo isométrico a todo intervalo | tal que f// es
isometria. Las componentes isométricas se definen como intervalos
rsométricos maximales.

2.2.3 Propiedades de 1as componentes isomé&tricas.

Cada punto est3 contenido en una componente isomé&trica, ya que la
definicidn de i.1.0b. garantiza que no es vacia la famitia de los
intervalos isométricos que contienen un punto y la componente
isométr:ca de un punto x , que denotaremos por J(x), se obtiene
como unidn de todos los intervalos de dicha fam:l)a. Si el punto x
es aislado, J(x) se reduce al punto. En caso contrari o J(x) es un

intervalo de diametro positivo.

De esta forma las componentes isométricas forman una particidn de S
en intervalos 1sométricos. Dicha particidn es mas fina qQue la
particidn en componentes conexas.

Los extremos de las componentes isomé&tricas no pueden ser puntos
de conjunto Int(S)-X(f) porgue s: !o fuesen , segin lo expuesto
mas arriba respecto de l1os puntos de dicho conjunto, {10s intervalos
maximales podrian ampliarse. De ello se deduce Que ditchos extremos
son puntos frontera de S o puntos de X ({(f). De hecho, los extremos
de las componentes isométricas Qque estan contenidos en S cornc:den
con ta uni1dén de los puntos de cambio y los puntos frontera de S
incluidos en S. Por otra parte es claro que l0s puntos de cambio
deben ser interiores a S. Todo !0 dicho se expresa en las férmulas:

i) X(f) C Int(s)
ii) U Fr(Jd(x)) C Fr((s) U X(f)
xX€S

iii) U ( Fr(J(x)) NS ) = ( Fr(S) N S ) U X(f)
x€S
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Se ha observado mas arriba que la partici1dédn del dominio S de una

[ T 2 en componentes i1sométricas es mas fina que la particion en

componentes conexas. Cada componente conexa esta dividida en

componentes (1somé&tricas. De hecho son los puntos de cambio los que

separan entre ST las diferentes componentes i1sométricas de una

componente conexa, de manera Qque Si una componente conexa nNo -
contiene puntos de cambio, entonces coincide con una componente

1sométraica. Si designamos por N. el namero de componentes conexas,

por N, el de componentes i1somé&tricas y por N, el de puntos de

cambio, se prueba facilmente que:

IV) Nj = Ng + Ny

Manteniendo validez esta relacidn incluso si No 0 N; son infinitos.

2.3. PARTE PERIODICA DE UNA §.L.8B.

E€n este apartado nos proponemos clasificar los puntos del dominio
de una i.1.b. en dos tipos: aquellos que son periddicos, ¥y 10S que
no lo son. Se probara que bajo ciertas condiciones, la restriccidn
de 1a i.!.b. a !a parte no peri1ddica es una i.!l.b. Las condiciones
necesarias para ello motirvan la introduccidn de los conceptos de
1.1.Db. regular y semirregular. Se analiza completamente la es-
tructura de la parte per:ddica, agrupando sus puntos en ciclos vy

haces de ciclos.

2.3.1. Definiciones

Sea f: S——3S una aplicac:1dn cualquiera. Recordamos los siguientes
conceptos de uso hab:tual en teoria de i1teraciones:

1) Ciclo de orden K o k-ciclo, es una KkK-tupla de
elementos de S diferentes dos a dos, [ x, }, t ¢ i ¢ K tales que
fl<,) = %,4¢4, ¥ ¢ 1 C K Y fixk) = *%y.

1t) f es peri1ddica en x € S s x pertenece a3 algun ciclo,
es decir, St para cie2rtoc K € N es fK(x) T X, Los elementos de
un k- ciclo se llaman ciclicos o peri1dédicos de orden K. Se dice que
f es per:i1ddica por puntos s es periddica en cada x € S. Se dice
que f es peri1ddica en S s: para algan K es fK(x) = x para cada
x € S.

2.3.2.

€s facil obtener el siguiente resultado: S/ f: S—PS es una i.l.b.
y C es un conjunto S-cerrado tal que f(C) = C, la restriccién de f
a S-C es también una i.I.b.

En particular, como los ciclos verifican las citadas condiciones,
podemos quitar un ciclio del dominio, y 13 restriccidon de £ al
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coniunto restante sera (.1.b. Desgraciadamente no se puede proceder
a quitar todos los cicios de uno en uno hasta conseguir una :.1.b.
sin ci1clos, ya Que los ¢ci1clos se presentan por o general en cant:-
dad no finita e incluso no numergable. Utilizando el resultado de
mas arriba, podremos no obstante proceder a ret:rar los ciclos por
grupos que |lamaremos haces de ciclos.

Sin embargo lo que si podremos suponer de ahora en adelante es que

no hay puntos ciclicos en X(f). En efecto, st los hub:era, como
X (f) es un conjunto finito, los podriamos retirar uno a uno junto
con todo su <ciclo aplicando el resultado mencionado en este

punto un namero finito de veces.

2.3.3. iIntervalos K-iSOomé&tricos y w-i1sométricos.

Sea f una i.l.b. en S. Un intervalo J incluido en S es5 K-isométrico
s/ verifica:

Fi(I) NX(F) = 9% 0 ¢ i <K
Se considera fO = id.
Un intervalo t-isométrico es simpiemente un intervalo isométrico.

La propiedad que se der va inmediatamente de esta definici1édn es la
siguiente:

Si J es K-isomé&trico, fi/J es isometria si ' f i & K.
Finalmente I 1 amamos a un intervalo J w-isométrico si es K-
isométrico para cualquier K € N. Si J verifica tal condicidén, se

cumple que fk/J es isometria para cualquier K € N.

2.3.4. Componentes ¢iclicas y haces de ci1clos

Seguimos suponiendo - ver 2.3.2. - que en X(f) no hay puntos cicl-
cos. Entonces, se puede probar que s/ x € S es un punto ciclico de
orden K, hay wun intervalo | (X) compuesto de puntos ciclicos de
orden 2K que verifica x € 1(X) (C S, e I({x) es S-abierto. Tal
tntervalo se obtiene tomando una S-boia centrada en x y de radio lo
suficientemente peAqueno para que no haya en ella puntos del
conjunto:

K-1
D = U £ 1 (X(f))
1=0

Esto es posible debido a que D es finito y a3 que x no puede estar
en D s» hemos supuesto que en X(f) no hay puntos ciclicos. En estas

condiciones | (x) es kK-isométrico. Descartando el caso trivial de
que x sea un punto aislado, en cuyo caso [ (x) = x verifica lo
requerido, X puede ser o bien extremo de una componente conexa de
S, o bren interior a S. En el primer caso fK/l(x) es una isometria
qQue aplica x en x y no puede ser decreciente o0 x no seria un punto
frontera dJde §. De ello se deduce qQue dicha aplicacién es una
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1sometria creciente en I (x), es decir, la i1dentidad. Sa X es
interror a S, podemns escoger | (k) 1o sufi:cientemente pegquend para
que esté incluido en su componente conexa, es decir para que sea
una bola centrada en Xx ( en el caso general era una S-bola }
Entonces Fk/l(x) aplirca rsométricamente 1 (x) sobre |1 (x). En et
caso de qQue fuera una isometria decrecrente, fak/l(x) seria la
rdent:dad. l

Oef inimos 13 componente ciclica de un punto K-ciclico x como el
intervalo P(x) maximal que contiene a x y en el que fk/P{x) es
isometria. Tal intervalo es no vacio, segun o razonado mas arriba.
E! mismo razonamiento, junto al caracter maximal de P(x) prueba que
todos Jos puntos de dicho intervalo son S- interiores a &l y por
tanto se trata de un intervalo S-abierto.

Ademiss sabemos que est3a todo &l formado de puntos K-ciclicos o 2K-
ciclicos.

Definimos haz ciclico de un punto k-ciclico x como el conjunto H(x)
unién de todos los ciclos de l/os puntos qQue estin en |/a componente
ciclica de x. Es claro que H(x) se obtiene también:

K-1
H(x) = U P(f'(x))
i =0

Finalmente observaremos que |a componente ciclica de un elemento
ciclico es w-rsométrica. M3s adeiante se probarsi que la anica
ciase posible de intervalos w-i1sométricos de d:ametro positivo que
puede haber son los subintervalos de una componente ciclica.

2.3.5. Haces de Ciclos S~-cerrados.

En este punto vamos a caracterizar los haces de ciclos S-cerrados.

Probaremos que el conjunto C de todos ellos es S-cerrado Yy por
tanto a &1 se puede aplicar 1o dicho en 3.3.2. y podemos retirar
asi todos l10s haces de ciclos S-cerrados de S, siendo la restric-
cidn de f al conjunto restante una i.1.b. Supondremos, como en 1o0sS

anteri:ores puntos, que en X(f) no hay puntos ciclicos.

Supongamos qQue el haz de ciclos de cierto punto x K-ciclico, H(x),
es tali que en su adherenc:a relativa a S no hay puntos de cambio.
De esta forma los extremos de las componentes ciclicas que forman
H(x) no pueden ser puntos de cambio n: tampoco pueden ser puntos
cuya imagen por una iteracidén de f sea un punto de cambio ya que en
tal caso lta imagen de la componente ciclica por ta correspondiente
1teraci1én tendria, por continuidad, un extremo en X(f). Esto prueba
que las 1teraciones de f son siempre continuas en los extremos de
1as componentes ciclicas de H(x) s: dichos extremos pertenecen a S.
Dichos extremos deben ser entonces ciclicos y por |a maximalidad de
las componentes ciclicas, deben pertenecer 3 ellas. Esto prueba que
tas componentes ciclicas de H(x) son S-cerradas. De aqui se deduce
que H{x) es unmidén finita de S-cerrados, y por tanto S-cerrado.

Por otra parte, si H{(x) es S-cerrado, en su adherencia relativa a
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s, que coincide con H(x), no puede haber puntos de camb:o, ya Aque
estos sertan ciclicos. Hemos probado asi:

H(x) es S-cerrado <=> H((X) N S N X(f) = ¢

Finalmente probaremos que /a wunién C de todos los haces de ciclos
S-cerrados es S-cerrada. Como cada haz de c¢ciclos S-cerrado se
obtiene como unién de componentes conexas de S, la un:én de todos
ellos tamb:én se pone como uni1dn de componentes conexas de S.
Naturalmente también S-C es unidn de componentes conexas. Como S es
localmente conexo, cada componente conexa suya es S-abierta, por lo
qQue S-C es S-abierto y C es S-cerrado..

2.3.6. tsometrias locales requlares y semirregquliares

Debemos ahora proceder a retirar 1os haces de ciclos que no son S-

cerrados. Para qQue ello sea posiblie es preciso introducir una
hipdtesis complementaria : la de2 regularidad, que mas tarde juega
un importante papel en el estudio de ltas iteraciones ade f. veremos
que también puede wutilizarse otra hipdtesis mas débil, la de

semirregularidad.

Sea f: S——pS wuna i.l.b. con puntos de camdbio en X(f) tal que
FI(X(F)) N X(f) = # para todo n € N. Entonces decimos qQue f es
regular. La condicién de regularidad se puede también expresar asi:
FO(X(f)) N X(f) = # para todo n € N.

La propiedad fundamental de las t.l.b. regulares es 1a siguiente:

Si f es una .1.0. regular entonces todas las ilteraciones de f
también son i.1.b. y por anadi;dura regulares.

Sea en efecto f una 1.1.b. regular en S, y cons:deremos una iterada
cualquiera suya, g = fK, K € N. Consideremos también el con-
Junto

K-1

D = U £7'(X(f))

120
Sh x no est3d en O, tomando una S-boia centrada en x y de radio
suficientemente pequedo para no :(nclu:r puntos de 0O, obtenemos un
intervalo k-i1sométrico, que es de diametro pPositive S1 X NO es
atslado. Dicho intervalo es el 1(x) requer:tdo en la definici1dn de

1.1.b. para que g lo sea. E£sta propiedad la tienen 10s puntos x que
no estan en D inciuso s: f no es regular.

St x estd en D, la regutaridad hace que la distanc:ta de x a 0O - (x]
sea positiva, Yy nuevamente podemos encontrar el tntervalo
requerido. Como por otra parte los puntos de camb:o de g, xX(g),
estan incluidos en el conjunto finito D, resulta que g es t.1l.b. en

S. '
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La condicidn de regutaridad, suficiente para que las iteradas de f
sean 1.1.b. en S, no es s:n embargo necesar:a. Se puede sSubstituir
por otra mas déb:l, la exi1gida en la sigurente definicén:

Una i.l.b. en S es semirregular si para todo punto no aislado x € S
y para todo K € N, podemos encontrar un intervalo Kk-isométrico 1 (x)
de diametro positivo tal que x € [ (x).

Obsérvese que esto es mas fuerte que encontrar un intervaio
isometrico para la iterada K-esima. Exige que también sea i1sométri-
co para todas las anter:iores . Por tanto si ¥ es semirregular,

todas las fK son tambié&n isometrias locales.

2.3.7. Resultado fuﬁal,

Los haces de ciclos restantes, una vez retirados de S tos haces S-
cerrados, son aquellos cuya S-adherencia corta a X(f). No pueden
ser sino un numero finito, porque cada punto de X{(f), Qque suponemos
como siempre no periddico, como no puede pertenecer al interior de
las componentes ciclicas de un haz de ciclos, puede ser extremo de
a 10 sumo dos componentes ciclicas y por tanto de dos haces cicli-
cos, el namero de estos puede duplicar, como maximo, al de puntos
de X (f). De aqui se dJdesprende que s: f es regular o semirregular,
los podremos retirar uno a uno, aplicando la siguiente proposicidn:

i) Si f es regular en S, H(x) es el haz de ciclos de un
elemento K-ciclico x y S’ = S - H(x), 9 = f/S’ es una i.l.b. en S”’.

En primer lugar se obtiene facilmente la conexidn local de S°.
Tamb:én es claro que X(g) es finito. S1 z es un punto del S’ -
interior de S’, tomando un intervalo ((z) en el que f actae
1sométricamente y con d:ametro lo suficientemente pequenro para que
esté icluido en S’ s=2 ti2ne el intervalo reguerido en la defin:-~
ctén  de 1 .1.Db. para que g o sea. Si z € S’ no es un punto S’ -
interior de S’, es un punto frontera de alguna componente ciclica P
de H(x). Entonces, para algadn 1 € N f'(z) € x{(f) o de lo contrar:o
por continuidad y por la maximalidad de P, z € P, y sabemos que
esto no es posible por ser las componentes ciclicas S-abiertas.
Como f es por hipdtesis regular o semirregular, podemos encontrar
un tntervalo K-i1sométrico t(z) Que contiene a z y con diametro
positivo. 1(z) N P debe ser vac:io0, Q, nuevamente por continuidad
seria z € P. Asi tomando [(z) de diametro positivo y suficientemen-
te pequeio para gque esté i;ncliuido en S’ obtenemos el intervalo
requer:do para que g sea .‘l.b.l

Llegamos asi a la conclusiédn-resumen de este apartado: Si f es una

i.l.b. en S, podemos retirar primero todos los ciclos de los puntos
de cambio, despues todos Jos haces de ciclos cerrados, de forma que
la restriccion de f al resto de S sea 1.1.b. S+ ademis esta

restriccion es regular ( bastaria que f lo fuera en S ), podemos
retirar todos Ios ciclos, y la restriccidén de f al resto del
dominio es i.l.b. L lamaremos parte ciclica de f en S al conjunto C
unién de todos los ciclos. El conjunto S-C sera la parte aciclica
de S. Como en la parte ciclica puede haber infinitos <ciclos de
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periodos d: ferentes, no puede afirmarse en general que la

restriccion Je f a S sea peri1ddica, aunque s« o es por puntos.
Queda con esto completo el estudio de la restriccidn de f a su
parte ciclica. En los pProximos apartados se estudiari ta

restriccidn de f a su parte aciclica.

2.4. ISOMETRIAS LOCALES BIYECTIVAS ACICL ICAS

En el presente apartado se estudian dos prop:edades globales de las

1. 1.b. aciclicas, qQue como indica su nombre, son aquellas que no
tienen ciclos. El apartado consta de dos teoremas que permiten 1a
reduccidn de las 1.1.b. aciclicas a una clase de aplicaciones de
estructura mas sencilla, 1as reordenac:ones por intervalos. Mas en
particular se probari que podemos retirar los puntos aislados del
dominio, como antes hicimos con los puntos ciclicos, Y que el
namero de componentes conexas del resto del dominio es finito.
También se pone de man:fiesto que !as 1.1.b. estan intimamente
relacionadas con una operacidn topoldgica elemental, 1a suma cone-
xa de intervalos. A lo largo de todo el apartado f es una i.l.b.

aciclica en S.
2.4.1
Probaremos el siguiente teorema:

1) EIl numero de componentes conexas de S no reduci/das a
un punto, es finito.

Para demostrarlo, hagamos la hipéotes s de! absurdo de suponer Que
tal nomero es infinito.

Escribamos S = P U V, donde P agrupa todos !os puntos aistados, y V
las componentes conexas de didmetro pos:itivo. Destaquemos el
conjunto W inciurdo en VvV d¢ todas las componentes conexas que
contienen aligian punto de cambio. Tat conjunto debe ser un conjunto
finito, ya gque el namero de puntos de cambio lo es, y por tanto
también el de componentes i1sométricas ( ver |V de 2.2.3 }). Sea
entonces e el di1ametro menor entre los de 1as componentes
1sométricas de W y V(8) la uni1én de todas las componentes

1sométricas cuyo diametro es mayor o i1gual a 8.
Para ordenar la demostraci:dén del teorema, la dividiremos en etapas:
a) f(ve)) Cc v(o)

En efecto, V(8) se escribe como unidn de componentes i1sométricas.
Sea J una de eitas. Como f(J) es un intervalo, debe estar incluido
en cierta componente conexa C. S:1 en C no hay puntos de cambio,
entonces C es una componente 1sométrica y 6 ! d(J) = d(Ff(J)) ¢ S(C)

luego C est3 en V(6), y por tanto tamb.:én f(J). Si C tiene puntos
de cambio, est3a en W, y se puede poner como uni;dn de componentes
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1sométricas de diametro mayor que 6, fuego C estid en V(©), y a
fortrior., f(J) también lo esta. Por tanto toado f(v(B)) estd
incliuirdo en V(8).

b) f(V-V(B)) C V-v(B) ; L(V-V(B)) > 0O ( L = medida Lebesgue)

V(©) es unidn finita de intervalos, 0o no seria acotado. Por tanto,
2s medible. Sabemos por 2.2.1 que L(V(8)) = L(f(V(8)). Se deduce
entonces que L(V{(@)- f(V(B)) = 0. Consideremos la siguiente

particién de S
S = P U (V-V(8)) U V(8)

Segan 1a hipdtesis del absurdo, como en V hay infinitas componentes
conexas de diametro posttivo y en V(©) hay sélo un namero finito,
en V - V(8) quedan componentes de disdmetro positivo, por 1o Qque

dicho conjunto tendra med:ida positiva. Queda probar 1a inciusién.
Sea C una componente conexa de V-V (9) de diametro positivo. C es
tamb:&n componente i1sométrica, ya que en C no puede haber puntos de

cambi o por estar estos en W C V(9). Por tanto f(C) es un
intervalo que debe estar incluido en una componente conexa M, 3 Ssu
vez inciuida en aiguno de los tres conjuntos de la particidn de S,
ya que cada uno de los tres se escribe como unidn de componentes
conexas de 5. M no puede estar en P, pero tampoco en V(8), ya que
entonces seria f(C) incluicdo on V(O) v como T N v(8) = g, f(C) n
f(V(8)) = $ y tendria que ser f(C) C V(©)-f(V(8)), lo que es

contradictoro con el hecho de que la med:da de f(C) no pueda ser
nula, Y la de V(B)-f(V(8)) lo sea. De esta forma se obtiene f (V-

V(8)) C V-Vv(9).
c) En V-V(8) hay un punto periédico.

S conseguimos probar este Gltimo resultado, habremos hallado la
contradiccidn deseada con nuestra hipdétesis de ser T aciclica,
contradiccidn que rebate nuestra h:pdtesis del absurdo, y prueba el
teorema.

Sea Cy una componente de conexa de V-V(O) con diadmetro positivo. EI
numero de componentes conexas de VY-V (9) con di)ametro mayor o rgual
al de Cy no puede ser nfinito, o Y-V(B) no seria acotado. Como en
V-V (8) las componentes conexas sSon tamb:&n isométricas, f(Cy) sera
también un intervalo que debe estar «ncluido en otra componente
conexa Cp con diametro mayor o 13ual que Cy. Rerterando el proceso,
obtenemos una cadena C, de componentes de componentews conexas

verificando f(C,)C C,4q, S(C,) 3(C;,y) . No puede haber infini-
tas C, dirstintas, por to que para cirertos m,n € N, m < n,
Cm = Cn- Ello significa, si k = n-m, fK(cn) = Ch = Cmy ¥
aplicando a fK/Cm el teorema del punto f1 450 de Brouwer, se obtiene
ta existencia de un x en C tal que fX(x) = x. B
m

Observacidn: De este resultado se desprende que V = V(8) y S = P U
V(®), vya que para alcanzar la contradiccidén hallada basta suponer

que V-V(8) no es vac.io.
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2.4.2 E1 problema de 16s puntos arslados

Es ctaro por la definicidén de 1.1.D. que 10S puntos no airslagous de
S no pueden tener por imagen puntos aislados. Queremos probar en
este punto que 13 reciproca tambi&n es cierta, =25 decir, el

siguiente teorema:

i) La imagen de un punto aislado, ha de ser un punto
aislado.

Dos son las consecuencias de este teorema. En primer lugar permite
retirar del dominio 10s puntos aislados, reduciendo el estudio de
las i.l.b. al caso en que el dominio consta de un namero f:nito de
intervalos de diametro no nulo. En segundo lugar permitiria probar
que la inversa de una i.l.b. es una i.l.b.

Para demostrar el teorema, debemos apoyarnos en la existencia de
una invariante topoldgica de las familias finitas de intervalos
respecto a una operacidn: La suma conexa de intervalos:

Sean Jy y Jo intervalos dijuntos. Un intervalo J es suma conexa de
Jy ¥y Jo y escribimos J = Jy f# Jp Si y solo si J se pone como unisén
disjunta de dos intervalos Iy, e Ilp, homeomorfos respectivamente a
Jy ¥y Jo. De esta forma Jy ## Jp es un intervalo homeomorfto al
resultado de “"pegar”® uno a continuacidén de otro los intervalos
Jg ¥y Ja.

La suma conexa de dos i1ntervalos cualesquiera no siempre puede
realizarse. Agmitiremos como evidente gque sdélo puede realizarse la
suma conexa de dJdos intervalos "pegando” un extremo cerrado de un
tntervalo con un estremo abierto del otro. Como la operacion esta
definida salvo homeomorfismo, sdlo existen desde el punto de vista
de la suma conexa tres t:pos de intervalos, et intervalo cerrado
que denominaremos ¢, el abierto que denominaremos a, y el
semicerrado que escribiremos s. Las cuatro sumas conexas Qque pueden
hacerse son:

[N ]
#HBH
0oL w
¥
woown

Obsérvese que s actia a modo de elemento neutro en !a operac:idn.

Sea ahora M una famil!ia cuaiquiera de intervalos disjuntos, en lta
que hay [+ rntervalos semicerrados, q abiertos y r cerrados.
Entonces diremos que M es de tipo (p,q,r). Pues bien, A(M) = q - r
es una invariante de las familias de intervalos respecto de las
sumas conexas, en el sentido de que para cualquier =~ ' 1 M’ que
se puede formar por sumas conexas consecutivas de 10s intervalos de
M, sera A(M°) = A(M). Para comprobrario basta ver que cada una
de las cuatro sumas conexas indicadas en ta tabla de arriba
preserva la diferencia entre el nimero de intervailos abiertos y

cerrados de la familia.
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Sea ahora f una . 1.b. aciclica en S. Constderemos como en el punto
anterior S = P U V, donde P es el conjunto de 10s puntos aislados
de S, y V agrupa todas las componentes i1sumétricas de diametro
positivo. Sabemos por la observacidén final del punto anterior que
VvV es unidn finita de intervalos disjuntos. Por 1a definicidén de
t.t.b., f(v) C V. Como f conserva |a medida, m(V-f(V)) = 0. Como
f(V) se pone también como union finita de intervalos ( de las ima
genes de las componentes isométricas de V ), vV - (V) sera una
un:én finita de intervalos de med:da cero, es decir una unidn de un
namero finito de puntos. LLamemos W a esta familia de puntos.
Tendremos dos descomposiciones de V en unidén disjunta de interva-
tos: una como un:1dén de ta familia M de las componentes i1sométricas.
Otra como unidén de la familia M’ formada a su vez por dos colec-
cirones de intervatlos, por la coteccidn U de 1as imagenes por f de
1as componentes isométricas de V, es decir, de los elementos de M y
por la coleccidn de 10os puntos aislados de ta familia W. Asi V se
obtiene por sumas conexas de las familias M vy M’. De aqui deducimos
que A(M) = A(M°). Como f restring:da a los elementos de la familia
M es un homeomorfismo s claro que A(M) = A(U) y por tanto A(M’) =
A(U).. Para que esto sea posible, en W debe haber tantos intervalios
cerrados como abiertos, nero vya qQque se trata de una unidn finita de
puntos, no conti2ne nNningun abrerto, y por lo tanto tampoco
contirene ningan punto. Esto prueba que W es vacia y que f(V) = V.
ta inyectividad de f da también f(P) = P. .

Es evidente que f/V y f/P son i1.1.b. E!l caso degenerado de f/P no
parecece interesante desde el punto de vista de la teoria dJde
1teraciones. Pasaremos en !o suces:vo 3 ocuparnos del caso f/V.

Nota De 'a hipdtesis del teorema demostirado, se puede suprimir
que f sea aciclica. Esta suposicidn ha si1do usada para obtener V
como unidédn finita de intervalos. Al mismo resultado se puede llegar
de la siguirente manera: Suprimimos primeramente todos |os haces de
cilos cerrados, ya Qque es evidente gque ningdn punto 3ai1slado puede
tener :1magen e&n uno de eilos. Rep:irtiendo ahora el razonam:ento del
teorema del punto 2.4.1 para 1a restriccidén de f al resto, sin
suponer que es acicl:ca, se puede encontrar un haz ciclico cerradgo,
el correspondiente a3l elemento periddicn que da el apartado c¢) de
la demostracidén. Este apsurco prueba aue en V no puede haber infi-
nitas componentes conexas <e Si3dmetro positivo.
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2.5. REORDENACIONES POR INTERVALOS.

En este apartado estudiaremos las propiedades gliobales de las
reordenaciones por intervalos, 3 cuyo estudio nos han conducido los
resuitados de los anteriores apartados. Esta es su definicidn:

2.5.1 Definicidn.

f: S—PS €5 una reordenacidéon por intervalos, $i es una i.l.b. en S
y S es unién finita de intervalos de diametro positivo.
Para 1as reordenaciones por intervalos escribimos r.i.. Si ademas
son aciclicas, escribiremos r.i.a..

Si la restriccion de f a3 sus intervalos isométricos es creciente,
entonces se dice que f es orientable

La actuacidén de una r.i. es como sigue: El conjunto finito de sus
puntos de discontinuidad, X(f), divide las componentes conexas de
S en componentes isSométricas, que sén transportadas isométricamente
por f de forma qQue recomponen el mismo dominio S. Por tanto, la
aplicacidn f "baraga” S por intervalos, cambiando tal vez el orden
de algunos de los mismos.

2.5.2. iInversa de una r..i

Es inmediato comprobar qQue 'a inversa de unha r.:. también es una
(ol Las componentes isométricas de f-! son precisamente las
imagenes por f de las componentes i1somé&tricas de f. Para los puntos
de cambio de f-' se obtiene:

i) X(f~1) = [ F(Fr(S) N S) U F(X(f))] N Int(sS)

Ya aque ( ver 2.2.2.) los citados puntos de cambio son los extremos
de las componentes isométr:cas de £ ! que son interiores a
S y se puede probar que dichos puntos son precisamente los del
segundo miembro de la itgualdad de mas arriba

Tamb:én se obt:enen 1as siguientes propiedades:
ii) FI(Fr(S) N S) N Int(S) C X(F)

En efecto , si la imagen por f de un punto x interior a S es un
punto frontera de S y x no fuera punto de cambio, podriamos encon-
trar un entorno abierto de x que fuera un intervalo isomé&trico (ver
2.2.2.), y esto es incompat:ble con que f(x) esté en la frontera de
S. S: ademas f es aciclica se obtiene:

iii) Si x € Fr(S) N S, para algin n € N, f(X) € X(f)

Ya que como Fr(S) N S es un conjunto finito tas £~ ! (x) no pueden
pertenecer todas a este conjunto habria ciclos. S1 y = £ K{X) es 13
primera que no estia en la frontera de S, aplicando 11) a z = f"(y)
se obtiene el resultado.



S adem3s f es regular o semirreguldar (ver definiciones en 2.3.6 )
se obtiene:

iv) Las iteraciones de f son r.i. Mis en general, las
aplicaciones f“. K € Z, son r.i y forman un grupo con respecto a la
composicidén de funciones, que |lamaremos grupo iterativo generado
por f. S) f es aciclica, también lo son todas las r.i de su grupo
iterativo. Para 1os puntos de camb:ro se obtiene:

k-1
X(K)y ¢ ¢ U £ri(x(f)) ) n Int(s)
=0

K
X(- %) C [ U FI(X(F}) U R(Fr(s)) n s ] N 1nt(s)

i=1

Finalmente, S f y g son r.i. en 3, se obtiene 1a siguiente
condicidn para que su composicién o sea:

V) aefr es r.i si X(f~1) N Xx(g) = #. También lo es si se

verifica I (X(f)) N Xg = # , n € N. Para ios puntos de cambio de
gef se obliene:

X(gef) C ( r1(x(g) U X(F}).

2.6. PROPIEDADES DE LAS REORDENACIONES POR INTERVALOS ACICLICAS Y
SEMIRREGULARES.

2.6.1. Operadores w y & asoctados a f

Sea f una r.i1. en S. Definimos la drbita O(x) de un elemento x de S
en la misma forma Qque en 2.%1.1., tomando también idéntica
definicidn para O%(x) y O™ (x). Definimos también el conjunto w(x)
como el conjunto de todos los valores de adherencia de O*(x). Se
puede definir w como operador de conjuntos. Dado A C S definimos:

@ @
w(A) =N (U fF(A)) ,
1=0 n=i

Donde !'a adherenc:a es relativa a S.

Analogamente se define el —perador «a:

@« s
a(A) =N (U £ N(A) )
=0 n=

36



S fuera necesar:1o aclarar la apl!icacidn cuyas 1teraciones
intervienen éen  ta definicidn de estos  operadores, escribiriamos
we(A), wg(A) etc.

Decimos Qque f es transit:va, S+ para algun x € S es w(x) = S, y
dJecimos qQue S es minimal sy ¥ x € S es w(x) = S.

indicamos a cont:inuaci1dén algunas propiedades de 10s operadores a y
w que se desprenden directamente de las derfiniciones de los
mismos.

i) we = a,-",' as = Uf"
ii) w(A) y a(A) son S-cerrados.

Estas propiedades serian ciertas si f fuera cualquier biyeccidn en
un espacio topoldgico S. En la proxima se requeriria que en S
hubiera bases numerables de entornos. Por ejempio, que fuera un
espacio métrico.

iif) w(A U B ) = w(A) U w(B)
a(AUB) = a(A) U a(B).

Para obtener esta propiedad, se necesita el siguirente lema, util en
muchas ocasiones:

1v) x € w(A) <=> para todo entorno V(x) de x, podemos
encontrar una suceésién ZzZ = { zn 1 C A verificando Que para
cualquier natural n, hay otro natural K mayor que n tal que fk(zn)
€ V(x). Este lema se deriva directament2 de la definicién de w.
Otra forma de expresar el mismo resul tado, es diciendo que en cada
V(x) hay infinitos términos de la forma fX(z,), k > n. Si A se
. reduce a un punto x, se requiere simplement2 que haya infinytos
términos de la forma fK(x). Para el operagor a se obtienen
condiciones aniiogas.

Demostraremos ahora la propiedad i131) para el! operador w. Para el
operador a la demostracidn es aniloga. La i1nclusi:dn C es inmediata,
ya que:
w(A) C w(AUB)
2> w(A) U w(B) C w(AUB)
w(B8) C w(AUB)

Para la demostracidédn de la inclusidn contraria, tomamos x € w(AUB),
y consideramos 1a familia { B(K) ] de bolas centradas en x y de
rad:o /K. Segdn el iema |V) para cada B(K) podemos encontrar una
sucesidn z(K) = [ Zn(K) } de términos de AUB con infinitos térmi -
nos de la forma f’(zn(k)) con 1 > n en B(kK). O bien podemos formar
una subsuces:dn de la z(K) que tiene todos sus té&rminos en A o bien
podemos formar uyna subsucesion con todos sus términos en 8, de
forma que podemos suponer que cada z(K) consta exclusivamente de
términns de A o de B. O bien hay nfinitas z(k) que tienen todos
sus términos de A, o bien hay infinitas que tienen todos sus térmi -
nos de B. En el primero de los casos, Si dicha coleccidédn de valores
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de K es la sucesidn f{ Ky }, td sucesidn de t&rminos ade A, | Y, i,

de término general Y = ENRLIRE tiene la propiedad de Aque
hay i1nfinitos términos de la farma F'(yJ) 1 > 3 en cada B(K) y por
tanto en cada entorno de V(x) del punto x, y de acuerdo con el lema
iv), x € w(A). En el segundo caso, se obtiene iguaimente x €
w(B) .

V) w(A N B) C w(A) N w(B); a(A N B) C afA) N a(8)

Ambas son inmed:atas, pero no asi las inclus:iones rnversas, que no
son ciertas, ya gque mas adelante encontraremos que para elementos
X £ y de S puede ser w(x) = w(y).

V1) Si n € N es w(A) = w(f(A))

Ya Qque de las sucesiones requeri:das en la propiedgad V) sélo se
supr.men en el segundo miembro de Vi) un namero fin:ito de términos.

2.8.2. Propiedades de & Yy W asociadas a las propiedades de una
r.

En e! punto anterior se han visto propiedades de |0s operadores a y
w generales, comunes a cuaiqu:er biryeccién en un espacio
topoidgico - en el caso de i11i1) 2n un 2spacio métrico -, pPero no se
han utili1zado en ningun momento 1as propiredades de una r.:. En este
punto se estud:ran algunas prop:edades de dichos operadores que Si
dependen de las propiedades de tas r.i. En todo el punto suponemos
que f es una r.:. en S.

i) S/ x € § - U f‘"(X(f)), x€w(y), entonces w(x) C w(y).

La razén de esta propiedad es gque las fX son continuas en x para
cualquier K € N. En cuaiquier entorno V(z) de un punto z de w(x),
hay infinitos términos de ta forma fK(x). Como x«x esta en w(y),
cerca de “ hay infinitos puntos de ia forma f'(y), y por ia
continuidad de £K en X, también los hay en Vv (z), y por tanto 2
esti en w(y).l

ii) 5i f es aciclica, sus intervalos w-i;sométricos (ver
2.3.3.) se reducen a puntos.

En efecto, consideremos la existencia de un 1ntervalo W-1SOMéTrico
H de diametro positivo. Podemos elegir H maximal, en e! sentigo de
que no esti estrictamente incluido en ningdn intervalo w-isométr:-
co. Cons:deramos !a fam:l.a de intervaios w-isomé&tricos { Hy } , K
£ M, donde Hy = fK(H). Ademss todos ellos deben ser maximales, o de
lo contrar.o, por la continuidad de las restricciones de tas f-K

los intervalos w-)sométricos, se obtendria que H no es maximal.
Ahora bien ello significa gque Hy vy Hg. , st K y K’ son distintos, o
no se cortan o costnciden, Ya qQue si se cortaran sin coincidir, su
unidn seria un i1ntervalo w-isométrico que 10s contendria, en contra
de su maximalidad . No es posible que ios ty sean disjuntos dos a
dos, ya Qque todos ellos tienen un mismo diametro positivo, y S
seria no acotado. Pero s: para ciertos K, K’ K > K, fuese He =
Hic., para p = K - K’ se tendria fP(Hcs) = Hy- .y siendo
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fP/HK. una 1sometria, aplicando el teorema de Brouwer se
obtendria la existencra en il . de un puntg ciclico, contra ta hipd-
tes:s de que f es acicl-ca..

iii) Si f es aciclica, a(xX(f)) = S
Para probario, tomemos un punto x del conjunto Y = § - a(x(f)),

suponiendo que Y Nno eSS vacio. Por 1a definici1dn de «, podemos
encontrar un S-entorno de x, V(x), tal que para cirerto n:

®
V() N (U F7I(X(f))) = 8
i=n

Supondremos ademis que V(x) es S-abierto. En estas condiciones el
conjunto:

n-1
V(x) - U £ (X(f))
1=0
Es S-abierto y no contiene puntos de cambio para ninguna fK, K € N,
de forma que cualquiera de sSus componentes conexas, es un intervalo
w-1sométrico de diametro positivo, contra la propiedad 1:1). l
Anilogamente, se obtiene para el operador w:

iv) Si f es aciclica, w(X(f)) - S

Esta propiedad es consecuencia de ia anter:ior y de |as relaciones

entre 10s operadores a Yy w. Para probarlio, empecemos recordando
que segdn 13 propiedad i) de 2.%.2. fos puntos de cambio de £l
estan incluidos en el conjunto Y= f(Fr(s) N s) U FX(f)).
Probaremos primero que S C w(Y). En efecto, aplicando la
propredad anterior al operador agf~ ' se obtiene:

as~t(x(f ")) = s.

Pero como X(f~') € Y., obtenemos:

S C ap™t(Y) = we(Y)

Donde para la altima igualdaa se ha uti1l12ado la propiedad ) ae
2.6.1.

Probaremos a continuacidn w(Y) € w(X({(f)). y ello nos dars el
resultado final deseado, ya que después de o anteritormente
probado, resultara que S C w(X(f)}, y ta inclusi1én contraria es
obvia. Por 1a propiedad iit) de los operadores a y w (2.6.1.):

w(Y) = [ U w(f(x)) ) U { U w(f(x)) ]}
XEX (F) x€Fr (S)NS

En cuanto al conjunto de! primer corchete, por la propiedad Vi) del
mismo apartado, para cada x € X(f) es w(f(x)) = w(x), de forma que:
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U w(f(x)) = U w(x) = w(X(Ff))
x€EX (f) XEX ()

En cuanto al conjunto del segundo corcheta, aplicando el mi smo
razonamiento:

U w(f((x)) = U w(x)

~€EFr(3)NS X€EFr (S)Ns
Pero wutilizando 1a propiedad i1i) de 3.5.2. sabemos Qque si x €
Fr(S) N S, podemos encontrar y € X(f) tal que fN(y) = x para ci:erto
natural n, de forma que w(x) = w(f7(y)) = w(y) € w(X(f)}, luego:

U w(f(x)) C wiX(f)).
x€Fr (S)NS

Y esto concluye la prueba de que w(Y) C w(x),l

2.6.3. Teorema de recurrenc:a.

El resultadgo que acabamos de exponer, es algo mas débil que el de
la transitividad: No podemos afirmar que para cierto elemento x de
S el w-conjunto de x sea todo S. Pero si podemos afirmar gue
al menos sucede que el omega-conjunto de un conjunto finito, X(f),
cotncide con S. Es facil por otra parte obtener e jemplos de r.i.a
que no es minimal ni transitaiva. Ejemplos de este tipo se pueden
tambtEn obtener para 2! caso particular de los intercambios de
intervalos. Para obtener resultados mas fuertes, es necesario in-
troduc:ir una nueva hipétesis para f: la reguiaridad o semirregu!a-
ridad. En este punto, introduciendo ia hipdtesis mas debdbil de
semiregularidad (ver 2.3.6.) se obti:ene uno de los teoremas basicos
Jdet capitulo, que |lamaremos teorema de recurrenc:a, porgue consti-
tuy2 un refinamiento del teorema de racurrencia de Poincaré aplica-
do al caso Que nos ocupa. Dicho teorema establece que s\ T:X—pX
es una aplicac1dn Borel medible en un espacio métrico separable X
Yy Y es una medida T-invaritante en la o-algebra de Boretl age X,
entonces p-cas: todos los puntos de X son recurrentes, es decir

vt %« ¢ x no pertenece a wp(x) } = O
Ahora Dien, s £ es una r.i. en S, todas las hipdétesis son
satisfechas, tcmandao como medida m la med.da de Lebesgue. Por
consiguiente, el conjunto dJde puntos no recurrentes en una r.i.
debe tener medida nula. Por su parte el teorema de recurrencia para
una r...a. semiregular establece que

i) Si f es una r.i.a. semiregular en S, el conjunto de

puntos no recurrentes es vacio, mas aun, ¥V p € N U (0], fp(x)eu(x).

Para probario, supongamos que hay un z = fP(x), y Qque 2z no
pertenece a w(x).

En esta hipétes:is podemos encontrar un intervalo S-abierto tal que
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2 € V(z2), Jque 35010 contiene un namers fFaonaito de puntos de o forma

fK(x), K € N ( ver 'v de 2.5.1.). Reduc.endo conven:entemente
v(z} podemos conseguir que en €1 no haya sino un sdlo punto de
dicha forma : el mismo =I. Adem3s como f es aciclica si p 7 K,

P (%) 7z fR(x).

Sabemos por otra parte por |la hipétesis de semirregularidad que
hacemos en f ( 2.3.€.) ¥ K € N, podemos encontrar un intervalo JK
K-1somé&trico y con diismetro positivo. Lo pedemos hacer de forma que

sea Jx C Jk* si kK > K’. Consideremos 1a sucesidn de intervalos
[ Hy I donde Hi = V(Z) N Jg. Es una sucesidn de intervalos
de dgiametro positivo. Ademas como cada Hg es K-isométrico, 1os Hy
se contraen a z cuando n——>P®, o de lo contrario obtendriamos un
intervalo w-isomé&trico de diametro positivo, contra ii) de 2.6.2.
Pongamos ahora Gp = Int(Hy) U [2Z}) vy definamos

im = min (i € N: f71(X(f)) N Gy Z 3 ]

Tal minimo existe, o Gy seria un intervalo w-i1sométrico.
Tomemos para cada m un yp € f7'm(X(f)) N Gp. Tal yyu verifica:

fim(ym) € X(f).
Ademas por la condicién de minimo:

im=-1t

m
(U FTYX(F)) 1 NGy = 8
i1=0
Por 1o que f'm/Gy, es una isometria.
Como X (f) es un conjunto finito, para «nfinitos iy se debe repetir
algién valor de f'm(yq). Sea éste a y consideremos 1a subsuces:tdn
{ mg '} de valores de m para los gque f'm(yyp) = a. Definimos las
sucesiones { 4k }, [ Y 1, t g )} de términos generales:
Jk * im i tk T Ym i Ik = Om
K K K

Sucesiones para las que se verifican 13s relaciones:
ty —b2
fIK(tg) = a

fik/ Ik es i1sometria

Para un valor de Kk lo suficientemente grande, fJk (z) # a, ya
qQque en caso contrario a seria ciclico. Esto prueba que s K es
mayor que cierto K, los ty son diferentes de z y ademis estan
en el interior de 105 1 ( ver definicidn de estos intervalos y

de los Gk ).
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Sea n » K. Como tp € Int(lp) ¥y t, # 2z, podemos encontrar una bola
B(th) C !n <cenirada en t, en la que no estd T n: hay términos de

la forma fk(x), K > O ( 2 podria ser el anico elemento de esta
forma por la definicién de los intervalos Hy). Resulta entonces que
fin(B(tph)) = B(a) es una bola centrada en a en la que no debe
haber elementos de la forma fX(x) para k > Jn: Y& Que en caso
contrar:o habria elementos de la forma FK(K), con k > 0 en B(tp) =
f-Jn(B(a)). De aqui surge la contradiccidn, porque tomando una bola
B(z) de centro en z y de rad:o igual al de B(a), podemos seleccCtio-

nar un natural g suficientemente grande para que lq € B(2) v para
que Jq > Jn- Como fJq actiGa isométricamente sobre lq ¥ la distancia

de 2z a tq es menor al radio de 8(a), fJq(z) cebe estar en esta
bola, y como =z = fP(x), resuita que tomando kK = p + iq > dn»
encontramos en B(a) un elemento de 1a forma fK(x), K > ..

n

A partir del teorema de recurrencia se obtiene el teorema analogo
para el operador a:

ii) Si f e5 una r.i.a. semirregular en S y x € S,
entonces ¥V p € N, fP(x) € a(x).

Basta para probarlo aplicar el teorema de recurrencia at aperador
we-1. Tambi&n se obtiene i1nmed:atamente el siguiente corolario,
que simplifica ,en ta nipdtes:is de ser f una r.i:.a. semirregular,

la definicidn de los operadores a y w:

iii) w(x) coincide con Ia S-adherencia de O'(x) U [x};
a(x) coincide con la S-adherencia de O (x).

2.6.4.Teorema de estructura de w(x) en una r.i.a regular.

En este apartado se obtendra el resultado fundamental respecto a ta
estructura topoidgica de 10s conjuntos w(x) Yy a(x) de cualquier x €
S St f es una r.:.a. semirregultar en 5. Después del anteraor
apartado, en concreto del corolar:io 1,1}, ello es equivalente a la
caracterizacidén topoldgica de las drbitas de los elementos de S. EI
teorema de estructura establece que:

i) Si f es una r.i.a. semirregular en 8§, Y x € S
w(x) - y por consiguiente tomb:én  a(x) - se pone como unién de
intervalos S-cerrados de diametro posi:t:vo.

Previamente a la abtencidn de este resultado se precisa el
siguiente resultado , de fac:! cemostrac:ién.

ii) S¢ f es una r.;i en S y z € S verifica: z € w(x)-X(f),
entonces f(z) € w(x).

Basta tener en cuenta las definiciones y e! hecho de que f es
continua en .

Pasamos ahora a la demostraci1sén de! teorema de estructura. La
demostracidn se basa en el anil:sis de la estructura del conjunto
V. = § - w(x). Para clarificar ta demostrac:1on, ta dividimos por
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etapas. Probaremos primero

a) V se escribe como unién numerable de sus componentes
conexas. Estas son S-abiertas, y tienen su S-frontera sobre w(x).

El conjunto V es S-abierto por ser w(x) S-cerrado. Esto prueba que
puede ponerse como unidn numerable de S-abiertos, que
convenientemente agrupados dan |3s componentes conexas S-abiertas
de V. Sea J una de ellas. Sera:

Fr(J) NS = uNSN w(x)

Y como w(x) es S-cerrado, w(x) N S = w(x), de forma que:
Fr(J) N S C w(x).
b) EIl nagmero ae componentes conexas de V es finito.

Sabemos que V = U J;, donde M es un conjunto numerable o finito y
. €M

y las J; tas componentes conexas de V., Como e! conjunto Y = Fr(S) U
U X(f) es finito, sdlo un namero finito de componentes J; pueden
tener en su adherencia puntos de Y. Sea © el menor de 1os diametros
de estas J;, necesariamente positivo. Consideramos el conjunto de
indices P C M tal que 1 € P => 48(J,) 2 O. Es claro gque P es finito
o no seria S acotado. Para probar, como deseamos, que M es finito
es suficiente probar que Q = M - P es vacio. Probaremos que esto es
cierto por reduccidn al absurdo.

Sea pues i € Q. Es claro por las definiciones que J, N Y = g, De:

Ji N X(f) = ¢

Se deduce que f/J; es isometria. Probaremos que Fr(J,) C w(x). En
efecto, los extremos de las J, son puntos frontera de S, o bien

pertenecen a la frontera relativa de J, en S. El primer supuesto es
imposible pues sabemos gue

J;i NFr(s) = g
Esto significa que Fr(J;) C Fr(S)NS € w(x), segin a).
Por otra parte los extremos de J; no pueden ser puntos de cambio,
por lo que se verifica por 1a continuidad de f en dichos puntos
fFr(J;)) = Fr(f(J;))
Como Fr(J;) € w(x) - X(f), resulta por lo anter:ior e i) que

también Fr(f(J;)) C w(x). Esto prueba que f(J;) es un intervalo que
tiene sus extremos en w(x).
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