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2 . 0 .  I N TR OD U CC I ON.

E l  p r e s e n t e  c a p î t u l o  e s t a  d e d t c a d o  i n t e g r a m e n t e  a l  e s î u d i o  d e  l a s  
I s o m e t r î  a s  l o c a l e s  e n  I o s  n u m é r o s  r e a l e s ,  c e n t r â n d o s e  en  p a r t i c u l a r  
e n  l a s  p r o p i e d a d e s  d e  m i n i m a l i d a d  d e  l a s  m i s m a s .

E l  p l a n  d e l  c a p T t u l o  e s  e I  s i g u i e n t e .  En e I  a p a r t  a d o  2 . 1 ,  s e  d a  l a  
d e f i n i c i ô n  d e  i n t e r c a m p i o  d e  i n t e r v a l  o s , y u n  a d e f i n i c i ô n  de
i . l . b . ,  q u e  p a r t e  d e  p r o p i e d a d e s  l o c a l e s ,  p a s â n d o s e  en  e I  a p a r t a d o  
2 . 2  a o b t e n e r  l a s  p r i m e r a s  p r o p i e d a d e s  g l o b a l e s  d e  l a s  i . l . b .  En e I  
a p a r t a d o  2 . 3  s e  c o n s  i g u e  c I  a s i f  t c a r  e I  d o m i n i o  d e  l a s  i . l . b .  e n  u n a  
p a r t e  p e r i ô d i c a  y u n a  p a r t e  a c T c M c a ,  d e  f o r m a  q u e  b a j o  c i e r t a  
h i p ô t e s i s  c o m p I e m e n t a r I  a a l a  d e f i n i c i ô n ,  q u e  l u e g o  d e s e m p e n  a t a m -  
b i ê n  u n  i m p o r t a n t e  p a p e  I e n  l a s  p r o p i e d a d e s  d e  l a s  ô r b i t a s ,  l a  
r e s t r i c c i ô n  d e  l a  i . l . b .  a l a  p a r t e  a c T c l i c a  s i g u e  s i e n d o  i . l . b .  En 
e I  a p a r t a d o  2 . 4  s e  p a s a  a e s t u d i a r  l a s  i . l . b .  a c T e l i c a s ,  e n c o n t r â n -  
d o s e  q u e  s u  e s t u d i o  p u e d e  s e r  r e d u c  i d o  a l  c a s o  e n  q u e  e I  d o m i n i o  
c o n s t e  d e  un  n û m e r o  f i n i t o  d e  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  d i â m e t r o  
p o s i t i v o ,  I I a m a n d o s e  r . i .  a l a s  i . l . b .  d e  e s t e  t i p o .  En e l  a p a r t a d o
2 . 5 .  s e  o b t I e n e n  a l g u n a s  p r o p i  e d a d e s  d e  l a s  r . i . ,  y e n  e I  a p a r t a d o  
6 , q u e  e s  e I  n û c I e o  c e n t r a l  d e  I c a p T t u l o ,  s e  e s t u d i a n  l a s  p r o p  i e -  
d a d e s  d e  l a s  ô r b i t a s  d e  l a s  r . i .  a c î c l i c a s ,  o b t e n  i é n d o s e  b a j o  
h i p ô t e s i s  c o m p I e m e n t a r I  a s  I o s  t e o r e m a s  f u n d a m e n  t a i e s ,  q u e  s o n  e I  d e  
r e c u r r e n c i a , e l  d e  e s t r u c t u r a .  y e l  d e  m i n i m a l  i d a d .  F i n a l  m e n t e  en  
e I  a p a r t a d o  2 . 7  s e  c o n s i g e  u n a  f t e x i b i l i z a c i ô n  d e  l a  d e f i n i c i ô n  d e  
r .  I . . u t i l  en  l a s  a p i  i c a c i o n e s ,  y s e  e x  1 1 e n d e n  l o s  t e o r e m a s  f u n d a 
men t a i e s  a r . i .  q u e  n o  s a t i s f a c e n  l a s  h i p ô t e s i s  c o m p I e m e n t a r i a s  
r e q u e r i d a s  en e l  a p a r t a d o  2 . 6 .

2 . 1 .  D E F I N I C I O N E S .

2 . 1 . 1 .  O e f I n I c I ô n  d e  i n t e r c a m b i o  d e  i n t e r v a I  o s  ( M . K e a n e  1 9 7 5 )

S e a  X = [ O , 1 [ y n > t un  e n t e r o  P a r a  c a d a  v e c t o r  d e  p r o b a b i I i d a d  :

o  - { Cl  ̂ , Og , ..........Cl Q )

c o n  a .  > 0  , p a r a  c a d a  i ' i < n e s c r i b i m o s  :

Po = o £ a
J - 1

X ,  =

S e a  T u n a  p e r m u t a c i ô n  d e  I o s  s î m b o l o s  1 , 2 , 3 ............ , n . E n t o n c e s

: I d T ' l  ( 1 ) .................. o ? ' !  ( n )  )

E s  u n  v e c t o r  d e  p r o b a b i I i d a d  c o n  c o m p o n e n t e s  p o s i t i v a s ,  y p o d e m o s
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f o r r r u a r  I o s  c o r r e s p o n d  i e n  t  e s  P ^  y  X , ^  , i ‘ i S n .

B e f i n i m o s  a h o r a  T  : X  ►X  p o n i « n d o  :

T x  = X - 0 | - i  ♦ ) - 1

p a r a  c a d a  x € X , y c a d a  1 < i ! n .  T a p l i c a  i s o m é t r i c a m e n t e
c a d a  X ,  e n  e l  c o r r e s p o n d i e n t e  i n t e r v a I o  X , ^

L I a m a m o s  a T e l  i n t e r c a m o i o  d e  i n t e r v a I  o s  ( a ,  t ) .

L a s  t r a n s f  o r m a c  i o n e s  a s  T d e f m i d a s  n o  s o n  o t r a s  q u e  l a s  i s o m e t r  T a s  
a t r o z o s  d e l  i n t e r v a I o  q u e  p r e s e r v a n  e l  o r d e n . L o s  p u n t o s  d e  
d i s c o n t i n u i d a d  s o n  I o s  e x t r e m e s  d e  l o s  i n t e r v a I  o s  X j ,  e s  d e c  i r  I o s
9   ̂ . p e r o  s e  c o n s e r v a  l a  c o n  1 1 n u  i d a d  a l a  d e r e c h a  e n  d i c n o s  p u n t o s .

2 . 1 . 1  C o n d i c i ô n  d e  m i n i m a l i d a d .

S i  t  e l  I n t e r c a m b  i o  d e  i n t e r v a I  o s  { a , t ) ,  e s c r i b i m o s ,  p a r a  c a d a  x € 
X ;

0 * ( x )  = ( T ^ x  ; t  > 1 I

0 - ( x )  = ( T ^ x  : t  î O i

0 ( x )  = 0 + ( x )  U 0 " ( x )

Decimos que T sat isfasce la condiciôn de minimalidad si  :

M l )  T es aperiôdica, es deci r  cada 0 (x) es i n f i n i t e  
M 2) Si F es una union f i n i  ta de intcnvalos semi abiertos  

cuyos puntos extremes pertenecen al conJunte numerabie :

n~!
z u 0 (pi)U I 

izO

Entonces TE z E impi ica E = X o E = ^

E l  i n t e r é s  d e  l a  c o n d i c i ô n  d e  m i n i m a l i d a d  r e s i d e  e n  e t  s i g u  « e n  t e  
r e s u  I t a d o

Teùrcma ( Keane 1975 ) :  T sat isface la condiciôn de minimalidad si
Y sôlo s i  0 (x) es dense en X para cada x  € X.

2 . 1 . 2 .  O e f i  n i c i ô n  d e  i s o m e t r T  a l o c a l

Sea S C un con Junto localmente conexo y acotado. f:S  es
una i sometrTa lo ca l b i yect i va s i es una b iyecc iôn  con un conJunto  
f i n i t o  X ( f )  de puntos de d iscon tinu idad  -  que llamaremos puntos de 
cambio -  y ta l que s i x € S es un punto no a is la d o , e x is te  un 
in te rv a le  I (X) de diâm etro p o s it iv a  ta l  que:
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-  X e I (X)  c  s

- f / ! ( x )  es una isometrTa

Las ! sometrî as locales son b i yecci ones que transportan de forma 
i sométr i ca cada punto no aislado Junto con todo un intervalo que lo 
contiene .

P a r a  i n d i c a r  q u e  f  e s  u n a  i s o m e t r T a  l o c a l  b i y e c t i v a  e s c r i b i r e m o s  d e  
a q u f  e n  a d e I  a n  t e  : f  e s  u n a  i . l . b .

S i  p a r a  c a d a  i n t e r v a l o  I ( x )  t a l  q u e  f / 1 ( X )  e s  i s o m e t r î  a , s e  s a b e  
a d e m â s  q u e  l a  i s o m e t r  r a e s  c r e c  i e n t e , e n t o n c e s  d i r e m o s  q u e  f  e s  
o r  i e n t a b I e .

En l a  s i g u i e n t e  f i g u r a  s e  r e p r é s e n t a  u n  e j e m p l o  d e  i s o m e t r î  a l o c a l .

<> J

-  r  I--------

f  i g .  2 . 1

2 . 2 .  PROP I EDADES GL OB A L E S  DE LA S  I SO M E T R I A S L OC A L E S  B I Y E C T I  VAS

En e s t e  a p a r t a d o  s e  e s t u d i a n  l a s  c o n s e c u e n c i a s  e n  e l  c o m p o r t  a m i e n t o  
g l o b a l  d e  l a s  i . l . b .  d e  s u  d e f i n i c i ô n ,  q u e  s e  b a s a  e n  p r o p i e d a d e s  
d e  c a r â c t e r  e s e n c i a  I m e n t e  l o c a l .  An t e s  d e  a b o r d a r  s u  c o m p o r t  a m i e n  t o  
r e s p e c t o  a l a s  i t e r a c  i o r i ^ es , q u e  e s  e l  o b j e t  i v o  d e l  c a p î t u l o ,  e n  
e s t e  y l o s  s i  g u i  e n t e s  a p a r t a d o s  p o n d r e m o s  l a s  b a s e s  q u e  n o s  
p e r m i t i r â n  u n a  c l a s i f i c a c i ô n  p r e v i a  d e  l a s  i . l . b .  n e c e s a r  i a p a r a  e l  
e s t u d I o  p o s t e r i o r  d e  s u s  i t e r a c i o n e s .

2 . 2 . 1  C o n s e r v a c  i ô n  d e  l a  med  i d a

-^S una / .  I .b.  Si A C S es medible Lebesgue, entonces seSea f i
ve r i f i ca  que la medida de A, L(A), coincide con L(f~^(A))
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E I s u b c o n j u n t o  K d e  l o s  p u n t o s  a i s  I a d o s  d e  S e s  n u m e r a b l e ,  y  b a s t a  
p o r  t  an  t o  p r o b a r  q u e  s i  u n  c o n j u n t o  m e d i b l e  A e s t a  i n c l u i d o  e n  S -  K , 
s e  v e r i f i c a  l a  c o n d i c i ô n  e x p u e s t a .  P e r o  l o s  p u n t o s  d e l  c o n j  u n  t o  
X ( f )  d I V i d e n  l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  S -  K , q u e  s o n  i n t e r v a l o s  
d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o ,  en  i n t e r v a I  o s  e n  c u y a  r e s t r i c c i ô n  f  e s  c o n t i 
n u a .  Es  f â c i I  v e r  q u e  l a  r e s t r i c c i ô n  d e  f  a c a d a  u n o  d e  e s o s  
I n t e r v a I  o s , h a  d e  s e r  u n a  i s o m e t r î  a d e  l a  r e c t a ,  y a  q u e  s i  d o s
p u n t o s  d e  u n o  d e  t a i e s  i n t e r v a I  o s  s e  v i e r a n  t r a n s p o r t a d o s  c a d a  u n o
j u n t o  c o n  t o d o  u n  s u b i n t e r v a I o , d e  f o r m a  i s o m é t r  i c a ,  p o r  d o s  i s o m e 
t r  T a s  d I f e r e n t e s , d e b e r  T a h a b e r  e n t r e  a m b o s  a l g û n  p u n t o  d e  d i s c o n -  
t i n u i d a d .  De e s t e  h e c h o  s e  d e d u c e  i n m e d i a t a m e n t e  e l  t e o r e m a . g

2 . 2 . 2 .  C o m p o n e n t e s  i s o m ô t r  i c a s

E l  r a z o n a m i  e n t o  a n t e r i o r ,  p r u e b a  a d e m â s  q u e  f  e s  u n a  i s o m e t r  T a a 
t r o z o s .  L a  s i g u i e n t e  d e f i n i c i ô n ,  e s  d e  u s o  c o n s t a n t e .

Llamaremos in te rva lo  isométrico a todo in terva lo  / ta l que f / l  es 
i sometrTa. Las componentes i sométr i cas se definen como i n te rva I os 
i sométr i COS maximales.

2 . 2 . 3  P r o p  i e d a d e s  d e  I a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r  i c a s .

C a d a  p u n t o  e s t a  c o n t e n i d o  en  u n a  c o m p o n e n t e  i s o m é t r i c a ,  y a  q u e  l a  
d e f i n i c i ô n  d e  i . l . b .  g a r a n t i z a  q u e  n o  e s  v a c T a  l a  f a m i l i a  d e  l o s  
i n t e r v a I  o s  i s o m é t r i c o s  q u e  c o n  t  i e n e n  un  p u n t o  y l a  c o m p o n e n t e  
i s o m é t r I c a  d e  un  p u n t o  x , q u e  d e n o t a r e m o s  p o r  j ( x ) ,  s e  o b t i e n e
c o mo  u n i o n  d e  t o d o s  l o s  i n t e r v a I  o s  d e  d i c h a  f  am i l i a .  S i  e l  p u n t o  x
e s  a i s l a d o ,  J ( x )  s e  r e d u c e  a l  p u n t o .  En c a s o  c o n t r a r i o  J ( x )  e s  un  
i n t e r v a l o  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o .

De e s t a  f o r m a  l a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s  f o r m a n  u n a  p a r t  i c i ô n  d e  S 
e n  I n  t e r v a  I o s  i s o m é t r i c o s . O i c h a  p a r t  i c i ô n  e s  mâ s  f i n a  q u e  l a  
p a r t  i c i ô n  en  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s .

L o s  e x  t r e m o s  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s  n o  p u e d e n  s e r  p u n t o s  
d e  I c o n j u n t o  l n t ( S ) - X ( f )  p o r q u e  s i  l o  f u e s e n  , s e g û n  l o  e x p u e s t o  
mâs  a r r i b a  r e s p e c t o  d e  l o s  p u n t o s  d e  d i c h o  c o n j  u n t o , l o s  i n t e r v a I  o s  
m a x i m a l e s  p o d r î a n  amp I i a r s e . De e l l o  s e  d e d u c e  q u e  d i c n o s  e x t r e m e s  
s o n  p u n t o s  f r o n t e r a  d e  S o p u n t o s  d e  X ( f ) .  De h e c n o ,  l o s  e x t r e m e s  
d e  l a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s  q u e  e s t â n  c o n  t e n i d o s  e n  S c o i n c i d e n  
c o n  l a  u n i o n  d e  l o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  y l o s  p u n t o s  f r o n t e r a  d e  S 
i n e  I u I  d o s  e n  S.  P o r  o t r a  p a r t e  e s  c l a r e  q u e  l o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  
d e b e n  s e r  i n t e r i o r e s  a S.  T o d o  l o  d i c n o  s e  e x p r e s a  e n  l a s  f ô r m u l a s :

i )  X f f ;  c m t ( s )

i i )  u  F r(J (x ))  c Fr(S) U X (f)  
x€S

i i i)  U ( F r ( j ( x ) )  n  S ) = ( Fr(S) n  S ) U X(f)  
x€S
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Se h a  û b s e r v a d o  m â s  a r r i b a  q u e  l a  p a r t i c i ô n  d e l  d o m i n i o  S d e  u n a
I . l . b .  e n  c o m p o n e n  t e s  t so r né  t  r  t c a s  e s  m â s  f i n  a q u e  l a  p a r t i c i ô n  en  
c o m p o n e n t e s  c o n e x a s .  C a d a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  e s t  â d i v i d i d a  e n  
c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s .  De h e c n o  s o n  l o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  l o s  q u e  
s e p a r a n  e n t r e  s T l a s  d i f e r e n t e s  c o m p o n e n t e s  i s o m é  t r i c a s  d e  u n a  
c o m p o n e n t e  c o n e x a ,  d e  m a n e r a  q u e  s i  u n a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  n o  
c o n t i e n e  p u n t o s  d e  c a m b i o ,  e n t o n c e s  c o i n c i d e  c o n  u n a  c o m p o n e n t e  
I s o m é t r i c a . S i  d é s i g n â m e s  p o r  e l  n û m e r o  d e  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s ,  
p o r  N , e l  d e  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r  i c a s  y p o r  N.  ̂ e l  d e  p u n t o s  d e  
c a m b i o ,  s e  p r u e b a  f â c i I m e n t e  q u e ;

IV )  N , = Ne *

M a n t e n i e n d o  v a l i d e z  e s t a  r e l a c i ô n  i n e  I u s o  s i  Ng o N j  s o n  i n f i n i t é s .

2 . 3 .  PARTE P E R I O D I C A  DE UNA I . L . B .

En e s t e  a p a r t a d o  n o s  p r o p o n e m o s  c I  a s  i f  i c a r  l o s  p u n t o s  d e  I 
d e  u n a  i . l . b .  e n  d o s  t i p o s :  a q u e l l o s  q u e  s o n  p e r i ô d i c o s ,  y 
n o  l o  s o n .  Se  p r o b a r â  q u e  b a j o  c i e r t a s  c o n d i c i o n e s ,  
d e  l a  i . l . b .  a l a  p a r t e  n o  p e r i ô d i c a  e s  u n a  i . l . b .  
n e c e s a r  i a s  para e l l o  m o t i v a n  l a  i n t r o d u c c i ô n  d e  l o s  c o n c e p t o s  d e
I . l . b .  r e g u I a r  y  s e m i r r e g u I a r . Se a n a l i z a  c o m p I e t a m e n t e  
t r u c t u r a  d e  l a  p a r t e  p e r i ô d i c a ,  
h a c e s  d e  c i c l o s .

d o m I n  i o 
l o s  q u e  

I a r e s t  r i c c i ô n  
L a s  c o n d  i c i o n e s  

d« 
e s

a g r u p a n d o  s u s  p u n t o s  en  c i c l o s  y

2 . 3 .  t . D e f I n I c I  o n e s

S e a  f : S------- ►S u n a  a p l i c a c i ô n  c u a l q u i e r a .  R e c o r d a m o s  l o s  s i g u  i e n  t e s
c o n c e p t o s  d e  u s o  h a b i t u a i  en  t e o r i a  d e  i t e r a c i o n e s  :

e I e m e n t o s  d e
f  ( .< I ) = ' ^1+1

C i c l o  d e  o r d e n  K o k - c i c l o ,  e s  
S d I f e r e n  t e s  d o s  a d o s ,  l x ,  ) ,  1

1 i i (  k  y f ( x ^ ) -  X 1 .

k - 1 u p  I a d e  
k  t a i e s  q u e

I I )  f  e s  p e r i ô d i c a  en  
e s  d e c  I r , s i  p a r a  c i e r t o  k € 
un  k -  c i c l o  s e  I l a m a n  c T c I  i c o s  o 
f  e s  p e r i ô d i c a  o o r  p u n t o s  s i  e s  
q u e
X €

c e S SI  X p e r t e n e c e  a a l g u n  c i c l o ,  
N e s  f  ( X  ) = X .  L o s  e I e m e n t o s  d e
p e r  I ô d I c o s  d e  o r d e n  k .  Se d i c e  q u e  
p e r  I ô d I c a  e n  c a d a  x € S.  Se d i c e

f  e s  p e r i ô d i c a  en  S s i  p a r a  a l g û n  k e s  f * ' ( x )  = p a r a  c a d a

2 . 3 . 2 .

Es  f â c i l  o b t e n e r  e l  s i g u i e n t e  r e s u  I t a d o : Si f :  .
/  C es un conjunto S-cerrado ta l que f(C) = C, 
a S-C es también una i . l . b .

 kS es una i . l . b .
la res tr icc iôn  de f

En p a r t i c u l a r ,  c o m o  
p o d e m o s  q u i t a r  u n

l o s  c i c l o s  v e r  I f I  c a n  l a s  
c i c l o  d e I  d o m i n i o ,  y l a

c i t a d a s  c o n d i c i o n e s , 
r e s t r i c c i ô n  d e  f  a l
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c o n j u n t o  r e s t a n t e  s e r  â i . l . b .  D e s g r a c  i a c i a m e n t e  n o  s e  p u e d e  p r o c é d e r  
a q u i t a r  t o d o s  I o s  c i c i o s  d e  u n o  en  u n o  h a s t a  c o n s e g u i r  u n a  i . l . b .  
S i n  c I c I  o s . y a q u e  l o s  c i c I  o s  s e  p r e s e n t a n  p o r  l o  g e n e r a l  e n  c a n t i - 
d a d  n o  f i n i t a  e  i n c I u s o  n o  n u m e r a b l e .  U t i l i z a n d o  e l  r e s u l t a d o  d e  
m â s  a r r i b a ,  p o d r e m o s  n o  o b s t a n t e  p r o c é d e r  a r e t i r a r  l o s  c i c I  o s  p o r  
g r u p o s  q u e  I I a m a r e m o s  h a c e s  d e  c i c l o s .

S i n  e m b a r g o  l o  q u e  sT p o d r e m o s  s u p o n e r  d e  a h o r a  e n  a d e I  a n t e  e s  q u e  
n o  h a y  p u n t o s  c T c M c o s  e n  X ( f ) .  En e f e c t o ,  s i  l o s  h u b  i e r a , c o m o  
X ( f )  e s  un  c o n j u n t o  f i n i  t o , l o s  p o d r T a m o s  r e t i r a r  u n o  a u n o  j u n t o  
c o n  t o d o  s u  c i c l o  a p l i c a n d o  e l  r e s u l t a d o  m e n c i o n a d o  e n  e s t e  
p u n t o  u n  n û m e r o  f i n i  t o  d e  v e c e s .

2 . 3 . 3 .  I n t e r v a  I o s  K -  i s o m é t r  i c o s  w -  i s o m é t r  i c o s  .

Sea f  una i. I.t>. en S. Un î nterva ! o J i nc ! u i do en S es K- i somé t r  i co 
s i  ve r i f ica :

f '  (J) n X (f)  = /  O î  i < K

Se c o n s i d é r a  f ®  = i d .

Un i n t e r v a l o  1 - i s o m é t r  i c o  e s  s i m p I e m e n t e  u n  i n t e r v a l o  i s o m é t r i c o .

L a  p r o p i e d a d  q u e  s e  d é r i v a  i n m e d i a t a m e n t e  d e  e s t a  d e f i n i c i ô n  e s  l a  
s I g u I  e n t e  ;

S i  J  e s  K - i s o m é t r  i c o , f  ' /  J  e s  i s o m e t r î  a s i  1 î i j: k  .

F i n a l  m e n t e  I I  amamos a un in terva lo J u - i  somé t r  i co s i  es k-  
isométrico para cualquier K € N. Si J v e r i f ic a  ta l condiciôn, se 
cumple que f^ /J  es i sometr Ta para cuaIqu i er R € N.

2 . 3 . 4 .  C o m p o n e n  t e s  c î c I i c a s  y. h a c e s  d e  c i c I o s

S e g u i m o s  s u p o n i e n d o  -  v e r  2 . 3 . 2 .  -  q u e  e n  X ( f )  n o  h a y  p u n t o s  c T c l  i -
c o s .  E n t o n c e s ,  s e  p u e d e  p r o b a r  q u e  s i x  €  S es un punto cTclico de 
orden K, hay un in terva lo  I(X) compuesto de puntos cTclicos de 
orden 2K que v e r i f ic a  x € I(X) C S, e ! (x) es S-abierto.  T a l  
i n t e r v a l o  s e  o b t  i e n e  t o m a n d o  u n a  S - b o l a  c e n t r a d a  en  x y d e  r a d i o  l o  
s u f  i c I  e n t e m e n t e  p e q u e n o  p a r a  q u e  n o  h a y  a e n  e I  I a p u n t o s  d e  I 
c o n j u n t o :

k  -  I
D = U f - ' ( X ( f ) )

I =0

E s t o  e s  p o s i b l e  d e b i d o  a q u e  D e s  f i n i t o  y a q u e  x n o  p u e d e  e s  t  a r  
e n  D SI  h em o s  s u p u e s t o  q u e  e n  X ( f )  n o  h a y  p u n t o s  c T c l  i c o s . En  e s t a s  
c o n d i c i o n e s  I ( x )  e s  k - i s o m é t r i c o . D e s c a r t a n d o  e l  c a s o  t r i v i a l  d e  
q u e  X s e a  u n  p u n t o  a i s l a d o ,  e n  c u y o  c a s o  I ( x ) = x v e r i f i c a  l o
r e q u e r i d o ,  x p u e d e  s e r  o b i e n  e x t r e m o  d e  u n a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  d e  
S,  o b i e n  i n t e r i o r  a S.  En e l  p r i m e r  c a s o  f * ^ / i  ( x )  e s  u n a  i s o m e t r î  a 
q u e  a p l  i c a  x e n  x y n o  p u e d e  s e r  d e c r e e i e n  t e  o x n o  s e r  î a u n  p u n t o  
f r o n t e r a  d e  S.  De e l l o  s e  d e d u c e  q u e  d i c n a  a p l i c a c i ô n  e s  u n a

27



I s o me  t r T a  c r e c  i e n t e  e n  l ( : < ) ,  e s  d e c i r ,  l a  i d e n t i d a d .  S i  x es  
i n t e r i o r  a S,  p o d e m o s  e s c o g e r  I ( x )  l o  s u f i c i e n t e m e n t e  p e g u e n o  p a r a  
q u e  e s t é  I n c  I u I d o  en  s u  I ' o m p o n e n t e  c o n e x a ,  e s  d e c  i r  p a r a  q u e  s e a  
u n a  b o  I a c e n t r a d a  en  x ( e n  e l  c a s o  g e n e r a l  e r a  u n a  S - b o i a  ) .  
E n t o n c e s  f * ' / l ( x )  a p l i c a  i s o m é t r  i c a m e n t e  l ( x )  s o b r e  l ( x ) .  En e l  
c a s o  d e  q u e  f u e r a  u n a  i s o m e t r T  a d e c r e e  « e n t e , ( x )  s e r  T a I a

II d e n  11 d a d .

D e f I n I m o s  I a componente c îc l  ica de  un  p u n t o  k - c T c l  i c o  x como e! 
in te rva lo  P(x) maximal que contiene a x y en el que f*^/P(x) es 
isometrTa. T a l  i n t e r v a l o  e s  n o  v a c i o ,  s e g u n  l o  r a z o n a d o  m â s  a r n b a .  
E l  m i s m o  r a z o n a m i e n t o , j u n t o  a I c a r a c t e r  m a x i m a l  d e  P ( x )  p r u e b a  q u e  
t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  d i c n o  i n t e r v a l o  s o n  S -  i n t e r i o r e s  a é I y p o r  
t a n t o  s e  t r a t a  d e  u n  i n t e r v a l o  S - a b i e r t o .

A d e m â s  s a b e m o s  q u e  e s t â t o d o  é I f o r m a d o  d e  p u n t o s  k - c T c l  i c o s  o 2 k -  
c Î  c I  I c o s .

D e f  I n I mo s  haz c T d ico  d e  un  p u n t o  k - c î c l  i c o  x como el conjunto H(x) 
union de todos los cTdos de los puntos que estân en la componente 
cTclica de x. E s  c l a r o  q u e  H ( x ) s e  o b t i e n e  t a m b i é n :

k -  1
H ( X )  = U P ( f ' ( X ) )

I r O

F i n a l  men t e  o b s e r v a r e m o s  q u e  l a  c o m p o n e n t e  c î c l  i c a  d e  un  e I e m e n  t o  
c T c I  ICO e s  w - I s o m é  t  r  i c a . Mâs a d e I  an  t  e s e  p r o b a r â  q u e  l a  û n i c a  
c 1a s e  p o s i b l e  d e  m t e r v a l o s  w - i s o m é  t  r i c o s  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o  q u e  
p u e d e  h a b e r  s o n  l o s  s u b  i n t e r v  a I o s  d e  u n a  c o m p o n e n t e  c T c M c a .

2 . 3 . 5 .  H a c e s  d e  C i c l o s  S - c e r r a d o s .

En e s t e  p u n t o  v a m o s  a c a r a c t e r i z a r  l o s  h a c e s  d e  c i c l o s  S - c e r r a d o s .  
P r o b a r e m o s  q u e  e l  c o n j u n t o  C d e  t o d o s  e l l o s  e s  S - c e r r a d o  y p o r
t a n t o  a é l  s e  p u e d e  a p l i c a r  l o  d i c h o  en 3 . 3 . 2 .  y p o d e m o s  r e t i r a r
a s  î t o d o s  l o s  h a c e s  d e  c i c I  o s  S - c e r r a d o s  d e  S,  s i e n d o  l a  r e s t r i c -  
c i ô n  d e  f  a l  c o n j u n t o  r e s t a n t e  u n a  i . l . b .  S u p o n d r e m o s , c o mo  en  l o s  
an t e r  I o r e s  p u n t o s ,  q u e  e n  X ( f )  n o  h a y  p u n t o s  c î c I  i c o s .

S u p o n g a m o s  q u e  e l  h a z  de  c i c I  o s  d e  c i e r  t o  p u n t o  x k - c i c l i c o ,  H ( x ) ,
e s  t a l  q u e  en  s u  a d h e r e r  c i a  r e l a t i v a  a S n o  h a y  p u n t o s  d e  c a m b i o .
De e s t a  f o r m a  l o s  e x t r e m e s  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  c T c I  i c a s  q u e  f o r m a n  
H ( X ) n o  p u e d e n  s e r  p u n t o s  d e  c a m b i o  n i  t a m p o c o  p u e d e n  s e r  p u n t o s  
c u y a  I m a g e n  p o r  u n a  i t e r a c i ô n  d e  f  s e a  un  p u n t o  d e  c a m b i o  y a  q u e  en 
t a l  c a s o  l a  i m a g e n  d e  l a  c o m p o n e n t e  c î c l  i c a  p o r  l a  c o r r e s p o n d i e n  t e  
I t e r a c I ô n  t e n d r f a ,  p o r  c o n t i n u i d a d ,  un  e x t r e m o  e n  X ( f ) . E s t o  p r u e b a  
q u e  l a s  I t  e r a c I  o n e s  de  f  s o n  s i e m p r e  c o n t i n u a s  e n  l o s  e x  t r e m o s  de  
l a s  c o m p o n e n t e s  c T c I  i c a s  d e  H ( x )  s i  d i c h o s  e x t r e m e s  p e r t e n e c e n  a S.  
D i c h o s  e x t r e m e s  d e b e n  s e r  e n t o n c e s  c î c l i c o s  y p o r  l a  m a x i m a l i d a d  de  
l a s  c o m p o n e n  t e s  c î c l  i c a s , d e b e n  p e r t e n e c e n  a e I  l a s .  E s t o  p r u e b a  q u e  
l a s  c o m p o n e n  t e s  c î c l  i c a s  d e  H ( x )  s o n  S - c e r r a d a s .  De a q i i î  s e  d e d u c e  
q u e  H ( x )  e s  u n i o n  f i n i t a  d e  S - c e r r a d o s ,  y p o r  t a n t o  S - c e r r a d o .

P o r  o t r a  p a r t e ,  s i  H ( x )  e s  S - c e r r a d o ,  e n  s u  a d h e r e n c i a  r e l a t i w a  a
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s ,  q u e  c o i n c i d e  c o n  H ( x ) ,  n o  p u e d e  h a b e r  p u n t o s  d e  c a m b i o ,  y a  q u e  
e s  t  o s  s e r  î  an  c î c l i c o s .  H e mo s  p r o b a d o  a s î :

H(x) es S-cerrado < = > H(X) n S n X (f)  -  /

F i n a l  men  t e  p r o b a r e m o s  q u e  la union C de todos los haces de c ic lo s  
S-cerrados es S-ccrrada. Como c a d a  h a z  d e  c i c l o s  S - c e r r a d o  s e  
o b t I e n e  c omo  u n i o n  d e  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  S,  l a  u n i o n  d e  t o d o s  
e l l o s  t a m b i é n  s e  p o n e  c o m o  u n i o n  d e  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  S.  
N a t u r a I  men  t e  t a m b i é n  S - C  e s  u n i o n  d e  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s .  C omo  S e s  
l o c a l m e n t e  c o n e x o ,  c a d a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  s u y a  e s  S - a b i e r t a ,  p o r  l o  
q u e  S - C  e s  S - a b i e r t o  y C e s  S - c e r r a d o . g

2 .  3 . 6 .  I s o m e t r î  a s  l o c a l  e s  r e g u  I a r e s  y. s e m i r r e g u  I a r e s

O e b e m o s  a h o r a  p r o c é d e r  a r e t i r a r  l o s  h a c e s  d e  c i c l o s  q u e  n o  s o n  S -  
c e r r a d o s .  P a r a  q u e  e l l o  s e a  p o s i b l e  e s  p r e c i s o  i n t r o d u c i r  u n a
h i p ô t e s i s  c o m p I e m e n t a r I  a l a  de  r e g u I a r  i d a d , q u e  m as  t a r d e  j u e g a  
un  i m p o r t a n t e  p a p e  I en  e l  e s t u d i o  d e  l a s  i t e r a c i o n e s  d e  f . V e r e m o s  
q u e  t a m b i é n  p u e d e  u t i l i z a r s e  o t r a  h i p ô t e s i s  m a s  d é b i l ,  l a  d e  
s e m i r r e g u I a r i d a d .

Sea f :  S una i. I.b . con puntos de cambio en X (f)  ta ! que
(X ( f )  ) n X ( f)  -  /  para todo n € N. Entonces decimos que f  es

regular. La condiciôn de reguIaridad se puede también expresar a s î :
f~'^(X(f)) n X (f)  -  y  para todo n € N.

L a  p r o p i e d a d  f u n d a m e n t a l  d e  l a s  i . l . b .  r e g u I  a r e s  e s  l a  s i g u i e n t e :

Si f  es una i.  I .b . regular entonces todas las iteraciones de f
también son i . l . b .  y por an ad i dura reguI ares.

S e a  en  e f e c t o  f  u n a  i . l . b .  r e g u l a r  en  S,  y c o n s i d e r e m o s  u n a  i t e r a d a  
c u a l q u i e r a  s u y a ,  g = f  , K 6 N.  C o n s  i d e r e m o s  t a m b i é n  e l  c o n 
j u n t o

k -  1
D = U f - ' (X ( f ) )

I =0

S i X n o  e s t a  e n  0 ,  t o m a n d o  u n a  S - b o l a  c e n t r a d a  e n  x y d e  r a d i o
s u f I c I  e n t e m e n t e  p e q u e n o  p a r a  n o  i n c l u i r  p u n t o s  d e  0 , o b t e n e m o s  un  
i n t e r v a l o  k - i s o m é t r i c o , q u e  e s  de  d i â m e t r o  p o s i t i v o  s i  x n o  e s  
a i s l a d o .  D i c h o  i n t e r v a l o  e s  e l  l ( x )  r e q u e r i d o  e n  l a  d e f i n i c i ô n  d e
I . l . b .  p a r a  q u e  g l o  s e a .  E s t a  p r o p i e d a d  l a  t i e n e n  l o s  p u n t o s  x q u e  
n o  e s t â n  en  D i n c I u s o  s i  f  n o  e s  r e g u l a r .

S i X e s t a  e n  D,  l a  r e g u I a r i d a d  h a c e  q u e  l a  d i s t a n c i a  de  x a D -  | x |
s e a  p o s i t i v a ,  y n u e v a m e n t e  p o d e m o s  e n c o n t r a r  e l  i n t e r v a l o  
r e q u e r i d o .  Como p o r  o t r a  p a r t e  l o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  d e  g ,  X ( g ) ,
e s t â n  i n c l u i d o s  e n  e l  c o n j u n t o  f i n i  t o  D,  r é s u l t a  q u e  g e s  i . l . b .  e n
S.  I
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L a  c o n d i C i ô n  d e  r e g u I a r i d a d , s u f i c i e n t e  p a r a  q u e  I a s  i t e r a d a s  d e  f  
s e a n  i . l . b .  e n  S,  n o  e s  s i n  e m b a r g o  n e c e s a r i a . Se p u e d e  s u b s i e t u i r  
p o r  o t r a  m â s  d é b i i ,  l a  e x i g i d a  e n  l a  s i g u i e n t e  d e f i n i c ô n :

Una i.  I.b. en S es semi rreguIar s i para todo punto no aislado x € S 
Y  para todo K € N, podemos encontrar un in terva lo  k-isométrico I(x )  
de diâmetro pos it ivo  ta l que x € I ( x ) .

O b s é r v e s e  q u e  e s t o  e s  m a s  f u e r t e  q u e  e n c o n t r a r  un  i n t e r v a l o
i s o m é t r i c o  p a r a  l a  i t e r a d a  k - e s i m a .  E x i g e  q u e  t a m b i é n  s e a  i s o m é t r i 
c o  p a r a  t o d a s  l a s  a n t e r i o r e s  . P o r  t a n t o  s i  f  e s  s e m i r r e g u I a r , 
t o d a s  l a s  s o n  t a m b i é n  i s o m e t r  r a s  l o c a l e s .

2 . 3 . 7 .  R e s u l t a d o  f i n a l .

L o s  h a c e s  d e  c i c l o s  r e s t a n t e s ,  u n a  v e z  r e t i r a d o s  d e  S l o s  h a c e s  S -  
c e r r a d o s , s o n  a q u e l  l o s  c u y a  S - a d h e r e n c  i a c o r t a  a X ( f )  . No p u e d e n  
s e r  s i n o  un  n û m e r o  f i n i t o ,  p o r q u e  c a d a  p u n t o  d e  X ( f ) ,  q u e  s u p o n e m o s  
c o m o  s I e m p r e  n o  p e r i ô d i c o ,  c omo  n o  p u e d e  p e r t e n e c e r  a l  i n t e r i o r  d e  
l a s  c o m p o n e n t e s  c T c I  i c a s  d e  un  h a z  d e  c i c l o s ,  p u e d e  s e r  e x t r e m o  d e  
a 1o s umo  d o s  c o m p o n e n  t e s  c î c l  i c  a s  y  p o r  t a n t o  d e  d o s  h a c e s  c T c l i -  
c o s ,  e l  n û m e r o  d e  e s t o s  p u e d e  d u p i i c a r ,  c o mo  m â x i m o ,  a l  d e  p u n t o s
d e  X ( f ) .  De a q u î  s e  d e s p r e n d e  q u e  s i  f  e s  r e g u I a r  o s e m i r r e g u I a r ,
l o s  p o d r e m o s  r e t i r a r  u n o  a u n o ,  a p l  i c a n d o  l a  s i g u i e n t e  p r o p o s i c  i ô n :

i )  Si f  es regular en S, H(x) es el haz de c ic los de un
eIemento k - c fc I i  co x y S' = S - H(x), g -  f /S '  es una i . l . b .  en S'.

En p r i m e r  l u g a r  s e  o b t  i e n e  f â c i  I men  t e  l a  c o n e x i ô n  l o c a l  de  S ' .  
T a m b i é n  e s  c l a r o  q u e  X { g )  e s  f i n i t o .  S i  z e s  un  p u n t o  d e l  S ' -  
i n t e r i o r  d e  S ' ,  t o m a n d o  u n  i n t e r v a l o  l ( z )  en  e !  q u e  f  a c t û e  
I s o m é t r I c a m e n t e  y c o n  d i â m e t r o  l o  s u f i c i e n t e m e n t e  p e q u e n o  p a r a  q u e  
e s t é  i c I u I  d o  e n  S ' ,  s e  t i e n e  e l  i n t e r v a l o  r e q u e r i d o  en  l a  d e f i n i -  
c I ô n  d e  i . l . b .  p a r a  q u e  g l o  s e a .  S i  z € S '  n o  e s  un p u n t o  S ' -
i n t e r i o r  d e  S ' ,  e s  un  p u n t o  f r o n t e r a  d e  a l g u n a  c o m p o n e n t e  c î c l i c a  P
d e  H ( x ) .  E n t o n c e s ,  p a r a  a l g û n  i 6 N f ' ( z )  Ç x ( f ) o de  l o  c o n t r a r i o
p o r  c o n t i n u i d a d  y p o r  l a  m a x i m a l i d a d  d e  P,  z E P,  y s a b e m o s  q u e
e s t o  n o  e s  p o s i b l e  p o r  s e r  l a s  c o m p o n e n t e s  c î c l i c a s  S - a b i e r t a s .  
Como f  e s  p o r  h i p ô t e s i s  r e g u 1a r  o s e m i r r e g u I a r , p o d e m o s  e n c o n t r a r  
u n  i n t e r v a l o k - i s o m é t r i c o  I ( z )  q u e  c o n t i e n e  a z y c o n  d i â m e t r o  
p o s i t i v o .  1 ( 2 ) n  P d e b e  s e r  v a c i o ,  o ,  n u e v a m e n t e  p o r  c o n t i n u i d a d  
s e r  T a z € P.  As  î t o m a n d o  I ( z )  de  d i â m e t r o  p o s i t i v o  y s u f i c i e n t e m e n -  
t e  p e q u e n o  p a r a  q u e  e s t é  i n c l u i d o  e n  S ' , o b t e n e m o s  e l  i n t e r v a l o  
r e q u e r i d o  p a r a  q u e  g s e a  i . I . b . g

L i e g a m o s  a s î  a l a  c o n c I  u s i ô n - r e s u m e n d e  e s t e  a p a r t a d o :  Si f  es una
i . I.b. en S, podemos r e t i r a r  primero todos los cic los de los puntos 
de cambio, despues todos los haces de ci d o s  cerrados, de forma que 
la res tr ic c iôn  de f  al resto de S sea i .  I.b . Si ademâs esta 
res tr icc iôn  es regular ( bastarfa que f  lo fuera en S ) , podemos 
r e t i r a r  todos los c ic los, y la re s t r  i cc i ôn de f  al resto del 
domfnio es i . l . b .  Llamaremos parte c f d i c a  de f  en S al conjunto C 
uniôn de todos los cfc los. El conjunto S-C serâ la parte ac fc l ica  
de S. Como e n  l a  p a r t e  c î c l  i c a  p u e d e  h a b e r  i n f i m t o s  c i c l o s  d e
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p c r i û d o s  d i  f e r e n  t e s ,  n o  p u e d e  a f i r m a r s e  e n  g e n e r a l  q u e  l a
r e s t r ' i c o i ô n  d e  f  a S s e a  p e r i ô d i c a ,  a u n q u e  s i l o  e s  p o r  p u n t o s .
O u e d a  c o n  e s t o  c o m p l e  t  o e l  e s t u d i o  d e  l a  r e s t r i c c i ô n  d e  f  a s u
p a r t e  c î c l i c  a . En l o s  p r o x  t m o s  a p a r t a d o s  s e  e s t u d i a r a  l a
r e s t r i c c i ô n  d e  f  a s u  p a r t e  a c î c l i c a .

2.4. ISOMETRIAS LOCALES BI YECTI VAS ACICLICAS

En e l  p r é s e n t e  a p a r t a d o  s e  e s t u d i a n  d o s  p r o p  i e d a d e s  g l o b a l e s  d e  l a s
I . l . b .  a c î c l i c a s ,  q u e  c o m o  i n d i c a  s u  n o m b r e , s o n  a q u e l l a s  q u e  n o  
t i e n e n  c i c l o s .  E l  a p a r t a d o  c o n s t a  d e  d o s  t e o r e m a s  q u e  p e r m  i t e n  l a  
r e d u c e  i ô n  d e  l a s  i . l . b .  a c î c M c a s  a u n a  c I a s e  d e  a p l  i c a c i o n e s  d e  
e s t r u c t u r a  m as  s e n c  i l i a ,  l a s  r e o r d e n a c i o n e s  p o r  i n t e r v a I o s . Mâs  en  
p a r t i c u l a r  s e  p r o b a r â  q u e  p o d e m o s  r e t i r a r  l o s  p u n t o s  a i s l a d o s  d e l  
d o m I n I o , c omo  a n t e s  h i c i m o s  c o n  l o s  p u n t o s  c î c l i c o s , y  q u e  e l  
n û m e r o  d e  c o m p o n e n  t e s  c o n e x a s  d e l  r e s t o  d e  I d o m i n i o  e s  f i n i t o .  
T a m b i é n  s e  p o n e  d e  m a n i f i e s  t o  q u e  l a s  i . l . b .  e s t â n  i n t i m a m e n t e  
r e l a c i o n a d a s  c o n  u n a  o p e r a c i ô n  t o p o  1 6 g i c a  e l e m e n t a l ,  l a  s u m a  c o n e 
x a  d e  i n t e r v  a I o s . A l o  l a r g o  d e  t o d o  e l  a p a r t a d o  f  e s  u n a  i . l . b .  
ac  î  c I I c a en  S .

2 . 4 . 1

P r o b a r e m o s  e l  s i g u i e n t e  t e o r e m a ;

i )  El nûmero de componentes conexas de S no reducidas a 
un punto, es f in i to .

P a r a  d e m o s t r a r l o ,  n a g a m o s  l a  h i p ô t e s i s  d e l  a b s u r d o  d e  s u p o n e r  q u e  
t a l  n û m e r o  e s  i n f i n i t e .

E s c r i b a m o s  S = P U v , d o n d e  P a g r u p a  t o d o s  l o s  p u n t o s  a i s i a d o s , y v 
l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o .  D e s t a q u e m o s  e l  
c o n j u n t o  W i n c l u i d o  en  V d e  t o d a s  l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  q u e  
c o n t i e n e n  a l g û n  p u n t o  d e  c a m b i o .  T a l  c o n j u n t o  d e b e  s e r  u n  c o n j u n t o  
f i n i t o ,  y a  q u e  e l  n û m e r o  d e  p u n t o s  d e  c a m b i o  l o  e s ,  y p o r  t a n t o
t a m b i é n  e l  d e  c o m p o n e n  t e s  i s o m é  t  r i c  a s ( v e r  I V  d e  2 . 2 . 3  ) .  S e a
e n t o n c e s  9  e l  d i â m e t r o  m e n o r  e n t r e  l o s  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  
I s o m é t r  i c a s  d e  w y v ( 0 ) l a  u n i o n  de  t o d a s  l a s  c o m p o n e n t e s  
I s o m é t r I  c a s  c u y o  d i â m e t r o  e s  m a y o r  o i g u a l  a 9 .

P a r a  o r d e n a r  l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  I t e o r e m a ,  l a  d i v i d i r e m o s  e n  e t a p a s :

a) f(V(0}) C V(&)

En e f e c t o ,  V ( 9 )  s e  e s c r i b e  c o m o  u n i ô n  d e  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s . 
S e a  J u n a  d e  e I  l a s .  Como f ( J )  e s  un  i n t e r v a l o ,  d e b e  e s t a r  i n c l u i d o  
e n  c i e r t a  c o m p o n e n  t e  c o n e x a  C.  S i  e n  C n o  h a y  p u n t o s  d e  c a m b i o ,
e n t o n c e s  C e s  u n a  c o m p o n e n t e  i s o m é t r  i c a  y 0  5 ô ( J )  = < J ( f ( J ) )  ! Ô ( C )
l u e g o  C e s t â  e n  V ( 9 ) ,  y p o r  t a n t o  t a m b i é n  f ( J ) .  S i  C t i e n e  p u n t o s  
d e  c a m b i o ,  e s t â  e n  W, y s e  p u e d e  p o n e r  c o mo  u n i ô n  d e  c o m p o n e n t e s
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I so mé  t r I  c a s  d e  d i â m e t r o  m a y o r  q u e  Q,  l u e g o  C e s t â  e n  V ( 9 )  , y a 
f o r t r i o r i ,  f ( J ) t a m o i é n  l o  e s t â .  P o r  t a n t o  t o d o  f { V ( © ) )  e s t â  
I n c I u I  d o  e n  v ( © ) .

t>) f(V-V(e)) c V-V(0) ; L(V~V(&)) > O ( L = medida Lebesgue)

V ( ©)  e s  u n  I ô n  f i n i t a  d e  i n t e r v a l o s , o n o  s e r  T a a c o t a d o .  P o r  t a n t o ,  
e s  m e d i b l e .  S a b e m o s  p o r  2 . 2 . 1  q u e  L ( v ( 0 ) )  = L ( f ( V { 0 ) ) .  Se d e d u c e
e n t o n c e s  q u e  L ( V ( 0 ) -  f ( V ( © ) )  = 0 .  C o n s i d e r e m o s  l a  s i g u i e n t e
p a r t  I c  i ô n  d e  S :

S = P U  ( V - V  ( 0 )  ) U V ( 0 )

S e g û n  l a  h i p ô t e s i s  d e  I a b s u r d o ,  c omo  e n  V h a y  i n f i n i  t a s  c o m p o n e n t e s  
c o n e x a s  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v e  y e n  v ( 0 ) h a y  s ô l o  un  n û m e r o  f i n i t e ,  
e n  V -  V ( 0 )  q u e d a n  c o m p o n e n  t e s  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v e ,  p o r  l o  q u e
d i c h o  c o n j u n t o  t e n d r â  m e d i d a  p o s i t i v a .  Q u e d a  p r o b a r  l a  i n c l u s i ô n .  
S e a  C u n a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  d e  V - V (©)  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v e .  C e s  
t a m b i é n  c o m p o n e n t e  i s o m é t r i c a . y a q u e  e n  C n o  p u e d e  h a b e r  p u n t o s  d e  
c a m b i o  p o r  e s t a r  e s t o s  e n  W C V ( 0 ) .  P o r  t a n t o  f ( C )  e s  un  
i n t e r v a l o  q u e  d e b e  e s t a r  i n c l u i d o  e n  u n a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  M, a s u
v e z  I n  c I u I d a  en  a l g u n o  d e  l o s  1 r e s  c o n  j u n t o s  d e  l a  p a r t  i c i ô n  d e  S,  
y a q u e  c a d a  u n o  d e  l o s  t r è s  s e  e s c r i b e  c o m o  u n i ô n  d e  c o m p o n e n  t e s  
c o n e x a s  d e  S.  M n o  p u e d e  e s t a r  e n  P , p e r o  t a m p o c o  en  V ( 0 ) ,  y a  q u e  
e n t o n c e s  s e r r a  f  ( C)  i n c l u i d o  o n  v (O)  y c o mo  C D V ( 0 )  -  j», f  (C)  A
f ( V { 0 ) )  = ^  y t e n d r T  a q u e  s e r  f ( C )  C V ( 0 )  - f ( V ( 0 ) )  , l o  q u e  es
c o n t r a d  I c t o r  I o c o n  e l  h e c h o  d e  q u e  l a  m e d i d a  d e  f ( C )  n o  p u e d a  s e r  
n u l a ,  y l a  d e  V ( 0 ) - f ( V { 0 ) )  l o  s e a .  De e s t a  f o r m a  s e  o b t i e n e  f ( V -  
V ( © ) )  c  V - V ( 9 ) .

c) En V~V(O) hay un punto periôdico.

S i c o n s e g u i m o s  p r o b a r  e s t e  u l t i m o  r e s u l t a d o ,  h a b r e m o s  h a  I I a d o  l a  
c o n t r a d I c c I ô n  d e s e a d a  c o n  n u e s t r a  h i p ô t e s i s  d e  s e r  f  a c î c l i c a ,  
c o n t r a d I c c i ô n  q u e  r e b a t e  n u e s t r a  h i p ô t e s i s  d e  I a b s u r d o ,  y p r u e b a  e l  
t e o r e m a .

S e a  C,  u n a  c o m p o n e n t e  d e  c o n e x a  d e  V - V ( 0 )  c o n  d i â m e t r o  p o s i t i v e .  E l  
n û m e r o  d e  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  V - V ( 9 )  c o n  d i â m e t r o  m a y o r  o i g u a l  
a l  de  C)  n o  p u e d e  s e r  i n f i n i t e ,  o v - v ( 0 ) n o  s e r  T a a c o t a d o .  Como en 
V - V ( 0 )  l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  s o n  t a m b i é n  i s o m é t r i c a s , f ( C , ) s e r â  
t a m b i é n  un  i n t e r v a l o  q u e  d e b e  e s t a r  i n c l u i d o  e n  o t r a  c o m p o n e n t e  
c o n e x a  Cg c o n  d i â m e t r o  m a y o r  o i g u a l  q u e  C  ̂ . R e i t e r a n d o  e l  p r o c e s o ,  
o b t e n e m o s  u n a  c a d e n a  G, d e  c o m p o n e n t e s  d e  c o m p o n e n  t  e ws  c o n e x a s  
v e r  I f I c a n d o  f ( C , ) C C , + , ,  ô ( C , )  < ô ( C ; + , )  No p u e d e  h a b e r  i n f i n i 
t é s  CI  d i s t i n t a s ,  p o r  l o  q u e  p a r a  c i e r t o s  m , n  € N,  m < n .
Cm = C „ . E l l o  s i g n i f i c a ,  s i  K = n - m ,  f^< ( 0 ^ )  = Cp z , y
a p l I c a n d o  a f ^ / C m  e l  t e o r e m a  d e l  p u n t o  f i j o  d e  B r o u w e r ,  s e  o b t i e n e  
l a  e x  I s t e n c I  a de  un x e n  C t a l  q u e  f ^ ( x )  = x .  ■

m

O b s e r v a c i ô n :  De e s t e  r e s u l t a d o  s e  d e s p r e n d e  q u e  V - V ( 0 )  y S = P U
V ( 0 ) ,  y a  q u e  p a r a  a l c a n z a r  l a  c o n t r a d i c c i ô n  h a l l a d a  b a s t a  s u p o n e r  
q u e  V - V ( 0 )  n o  e s  v a c i o .
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2 . 4 . 2  E I p r o b I e m a  d e  1 o s  p u n t o s  a i s I  a d o s

Es  c I a»'o p o r  l a  d e f i n t c i ô n  d e  i . l . b .  q u e  l o s  p u n t o s  n o  a i s  I a d o s  d e  
S n o  p u e d e n  t e n e r  p o r  i m a g e n  p u n t o s  a i s I  a d o s . Q u e r e m o s  p r o b a r  e n  
e s t e  p u n t o  q u e  l a  r e c î p r o c a  t a m b i é n  e s  c i e r t a ,  d e c i r ,  e l
s  I g u I  e n  t e  t e o r e m a :

i )  La imagen de un punto a i s ! ado, ha de ser un punto
ai s!ado .

Dos  s o n  l a s  c o n s e c u e n c i a s  d e  e s t e  t e o r e m a .  En p r i m e r  l u g a r  p e r m i t e  
r e t i r a r  d e l  d o m î n i o  l o s  p u n t o s  a i s  I a d o s , r e d u c  i e n d o  e l  e s t u d i o  d e  
l a s  i . l . b .  a l  c a s o  e n  q u e  e l  d o m î n i o  c o n s t a  d e  u n  n û m e r o  f i n i t o  d e  
i n t e r v a I  o s  d e  d i â m e t r o  n o  n u  I o . En  s e g u n d o  l u g a r  p e r m i t i r â  p r o b a r  
q u e  l a  i n v e r s a  d e  u n a  i . l . b .  e s  u n a  i . l . b .

P a r a  d e m o s t r a r  e l  t e o r e m a ,  d e b e m o s  a p o y a r n o s  e n  l a  e x i s t e n c i a  d e  
u n a  i n v a r i a n t e  t o p o  I 6 g i c a  d e  l a s  f am i t i a s  f  i n i t a s  d e  i n t e r v a l o s  
r e s p e c t o  a u n a  o p e r a c i ô n ;  La suma conexa de intervatos:

Sean J j  y Jg intervatos d ijuntos. Un i nterva t o J es suma conexa de 
Jf y Jg y escribimos J = Jf Jp Jg s i y solo s i J se pone como uniôn 
dis junta  de dos intervatos I f  e t g, homeomorfos respectivamente a 
Jf y Jg. De esta forma Jf  #  Jg es un i nterva t o homeomorfo at 
resultado de "pegar“ uno a continuaciôn de o tro  los intervatos

y

L a  su ma  c o n e x a  d e  d o s  i n t e r v a l o s  c u a l e s q u  i e r a  n o  s i e m p r e  p u e d e  
r e a l  i z a r s e .  A d m i t i r e m o s  como  é v i d e n t e  q u e  s ô l o  p u e d e  r e a l  i z  a r s e  l a  
su ma  c o n e x a  d e  d o s  i n t e r v a l o s  " p e g a n d o "  un  e x t r e m o  c e r r a d o  d e  un  
i n t e r v a l o  c o n  u n  e s t r e m o  a b i e r t o  d e l  o t r o .  Como l a  o p e r a c i ô n  e s t â  
d e f i n i d a  s a  I v o  h o m e o m o r f i s m o , s ô l o  e x i s t e n  d e s d e  e l  p u n t o  d e  v i s t a  
d e  l a  s uma  c o n e x a  t r è s  1 1 p o s  d e  i n t e r v a I  o s , e l  i n t e r v a l o  c e r r a d o  
q u e  d e n o m i n a r e m o s  c ,  e l  a b i e r t o  q u e  d e n o m i n a r e m o s  a ,  y e l  
s e m I c e r r a d o  q u e  e s c r i b i r e m o s  s .  L a s  c u a t r o  s u m a s  c o n e x a s  q u e  p u e d e n  
n a c e r s e  s o n ;

s #  s :  s 
s  #  a = a 
s  #  c = c 
a #  c = s

O b s é r v e s e  q u e  s a c t û a  a m o do  d e  e I e m e n  t o  n e u t r o  e n  l a  o p e r a c i ô n .

S e a  a h o r a  M u n a  f a m i l i a  c u a l q u i e r a  d e  i n t e r v a I  o s  d i s  j u n t o s , e n  l a  
q u e  h a y  p i n t e r v a l o s  s e m i c e r r a d o s , q a b i e r t o s  y r  c e r r a d o s .  
E n t o n c e s  d i r e m o s  q u e  M e s  d e  t i p o  ( p . q , r ) . P u e s  b i e n ,  A ( M )  = q -  r
e s  u n a  i n v a r i a n t e  d e  l a s  f a m i l i a s  d e  i n t e r v a I  o s  r e s p e c t o  d e  l a s  
s u m a s  c o n e x a s ,  e n  e l  s e n  t  i d o  d e  q u e  p a r a  c u a l q u i e r  < • ' -   ̂ M'  q u e
s e  p u e d e  f o r m a r  p o r  s u m a s  c o n e x a s  c o n s é c u t i v e s  o e  i o s  m t e r v a l o s  d e  
M, s e r â  A ( M ' )  c A ( M ) .  P a r a  c o m p r o b r a r I o  b a s t a  v e r  q u e  c a d a  u n a  
d e  l a s  c u a t r o  s u m a s  c o n e x a s  m d i c a d a s  e n  l a  t a b l a  d e  a r r i b a  
p r é s e r v a  l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  e l  n û m e r o  d e  m t e r v a l o s  a b i e r t o s  y 
c e r r a d o s  d e  l a  f a m i l i a .
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St -a a h o r  a f  un  j  i . l . b .  a c î c l i c a  e n  S.  C o n s  i d e r e m o s  c omo  en  e l  p u n t o  
a n t e r i o r  S = P U V , d o n d e  P e s  e l  c o n j u n t o  d e  l o s  p u n t o s  a i s I  a d o s  
d e  S,  y V o g r u p a  t o d a s  l a s  c o m p o n e n t e s  i s o mé  t  r i c a s  d e  d i â m e t r o  
p o s i t i v o .  S a b e m o s  p o r  l a  o b s e r v a c i o n  f i n a l  d e l  p u n t o  a n t e r i o r  q u e  
V e s  u n i o n  f i n i  t a  d e  i n t e r v a I o s  d i s j u n t o s . P o r  l a  d e f i n i C i ô n  de
I . l . b . ,  f ( V )  c  V . Como f  c o n s e r v a  l a  m e d i d a ,  m ( v - f ( V ) ) = O. Como 
f ( V ) s e  p o n e  t a m b i é n  c o m o  u n i ô n  f i n i  t a  d e  i n t e r v a l o s  ( d e  l a s  i mâ  
g e n e s  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s  d e  v  ) , V -  f ( V )  s e r â  u n a  
u n i o n  f i n i  t a  d e  i n t e r v a l o s  d e  m e d i d a  c e r o ,  e s  d e c i r  u n a  u n i o n  d e  un  
n û m e r o  f i n i t o  d e  p u n t o s .  L L a m e m o s  W a e s t a  f a m i l i a  d e  p u n t o s .  
T e n d r e m o s  d o s  d e s c o m p o s i c i o n e s  d e  V e n  u n i o n  d i s j u n t a  d e  i n t e r v a 
l o s :  u n a  c o mo  u n i o n  d e  l a  f a m i l i a  M d e  l a s  c o m p o n e n  t e s  i s o m é  t  r i c a s . 
O t r a  c o m o  u n i o n  d e  l a  f a m i l i a  M '  f o r m a d a  a s u  v e z  p o r  d o s  c o l e c -  
c I  o n e s  d e  i n t e r v a l o s ,  p o r  l a  c o l e c c i ô n  U d e  l a s  i m â g e n e s  p o r  f  d e  
I a s  c o m p o n e n  t e s  i s o m é  t  r  i c a s  d e  V,  e s  d e c i r ,  d e  l o s  e I e m e n t o s  d e  M y 
p o r  l a  c o l e c c i ô n  d e  l o s  p u n t o s  a i s  I a d o s  d e  l a  f am i I i a w.  A s î  V s e  
o b t I e n e  p o r  s u m a s  c o n e x a s  d e  I a s  f a m i l i a s  M y M ' .  De a q u î  d e d u c i m o s  
q u e  A ( M )  - A ( M ' ) .  Como f  r e s t r i n g i d a  a l o s  e l e m e n t o s  de  l a  f a m i l i a  
M e s  u n  h o m e o m o r f I smo  e s  c I a r o  q u e  A (M) = A ( U)  y p o r  t a n t o  A ( M ' )  =
A ( U ) .  P a r a  q u e  e s t o  s e a  p o s i b l e ,  e n  w d e b e  h a b e r  t a n t o s  i n t e r v a l o s  
c e r r a d o s  c o m o  a b i e r t o s ,  p e r o  y a q u e  s e  t r a t a  d e  u n a  u n i ô n  f i n i  t a  d e  
p u n t o s ,  n o  c o n t i e n e  n i n g û n  a b i e r t o ,  y p o r  l o  t a n t o  t a m p o c o  
c o n t i e n e  n i n g û n  p u n t o .  E s t o  p r u e b a  q u e  W e s  v a c  i a y  q u e  f ( V ) = V.  
L a  I n y e c t  i v i d a d  d e  f  d a  t a m b i é n  f ( P )  = P g

Es  é v i d e n t e  q u e  f / V  y f / P  s o n  i . l . b .  E l  c a s o  d e g e n e r a d o  d e  f / P  n o
p a r e c e c e  i n t e r e s a n t e  d e s d e  e l  p u n t o  d e  v i s t a  d e  l a  t e o r î a  d e  
I t e r a c I  o n e s . P a s a r e m o s  e n  l o  s u c e s i v o  a o c u p a r n o s  d e l  c a s o  f / V .

N o t a  De l a  h i o ô t e s i s  d e  I t e o r e m a  d e m o s t r a d o . s e  p u e d e  s u p r i m i r  
q u e  f  s e a  a c î c i i c a .  E s t a  s u p o s i c i ô n  h a  s i d o  u s a d a  p a r a  o b t e n e r  v 
co mo  u n i o n  f i n i  t a  d e  i n t e r v a l o s .  A l  m i s m o  r e s u l t a d o  s e  p u e d e  l l e g a r  
d e  l a  S i g u i e n t e  m a n e r a :  S u p r i m i m o s  p r i m e r a m e n t e  t o d o s  l o s  h a c e s  d e
Cl  l o s  c e r r a d o s ,  y a q u e  e s  é v i d e n t e  q u e  n i n g û n  p u n t o  a i s  I a d o  p u e d e  
t e n e r  i m a g e n  e n  u n o  d e  e l  l o s .  R e p i t i e n d o  a h o r a  e l  r a z o n a m i e n t o  d e l  
t e o r e m a  de  I p u n t o  2 . 4 . 1  p a r a  t a  r e s t r i c c i ô n  d e  f  a l  r e s t o ,  s i n  
s u p o n e r  q u e  e s  a c î c l i c a ,  s e  p u e d e  e n c o n t r a r  un  h a z  c î c l i c o  c e r r a d o ,  
e l  c o r r e s p o n d  1 e n t e  a l  e I e men  t o  p e r i ô d i c o  q u e  d a  e l  a p a r t a d o  c )  d e
l a  d e m o s t r a c I ô n . E s t e  a b s u r d o  p r u e b a  Que e n  V no  p u e d e  h a b e r  i n f i 
n i t é s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  de  d i â m e t r o  p o s i t i v o .
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2 . 5 .  REORDENACIO NES POR IN TE R V A LO S .

En e s t e  a p a r t a d o  e s t u d  i a r e m o s  I a s  p r o p i e d a d e s  g l o b a l e s  d e  l a s  
r e o r d e n a c I  o n e s  p o r  i n t e r v a l o s ,  a c u y o  e s t u d i o  n o s  n a n  c o n d u c i d o  l o s  
r e s u l t a d o s  d e  l o s  a n t e r i o r e s  a p a r t a d o s .  E s t a  e s  s u  d e f i n i c i ô n :

2 . 5 . 1  D e f I n i c  i ô n .

f :  S y  S  es una reordenac i ôn por in te rva los , s i  es una i . l . b .  en S
y S es uniôn f i n i t a  de intervalos de diâmetro po s it ivo .  
Para las reordenaciones por intervalos escribimos r . i . . Si ademâs 
son acTc! i cas, escr i b i remos r .  i . a. .

Si la res tr icc iô n  de f  a sus in tervalos i sométr i cos es crec i ente, 
entonces se dice que f  es orientable

L a  a c t u a c i ô n  d e  u n a  r . i .  e s  c o mo  s i g u e : E l  c o n j u n t o  f i n i t o  d e  s u s
p u n t o s  d e  d i s c o n t i n u i d a d , X ( f ) ,  d i v i d e  l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  
S e n  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s ,  q u e  s o n  t r a n s p o r t a d a s  i s o m é t r i c a m e n t e  
p o r  f  d e  f o r m a  q u e  r e c o m p o n e n  e l  m i s m o  d o m i n i o  S .  P o r  t a n t o ,  l a  
a p  I i c a c  i ô n  f  " b a r a j a "  S p o r  i n t e r v a l o s ,  c a m b i a n d o  t a l  v e z  e l  o r d e n  
d e  a I g u n o s  d e  l o s  m i s m o s .

2 . 5 . 2 . I n v e r s a  d e  u n a  r . i

E s  i n m e d i a t o  c o m p r o b a r  q u e  l a  i n v e r s a  d e  u n a  r .  i . t a m b i é n  e s  u n a
r . i .  L a s  c o m p o n e n  t e s  i s o m é t r  i c a s  d e  f “ ’ s o n  p r e c i s a m e n  t e  l a s  
i m â g e n e s  p o r  f  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r  i c a s  d e  f . P a r a  l o s  p u n t o s  
d e  c a m b i o  de  f “ ' s e  o b t  i e n e :

i )  x ( f - f )  = [  f(Fr(S) n S) U f ( X ( f } ) ]  n mt(S)

Y a q u e  ( v e r  2 . 2 . 2 . )  l o s  c i t  a d o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  s o n  l o s  e x t r e m o s  
d e  l a s  c o m p o n e n  t e s  i s o m é t r i c a s  d e  f “ ' q u e  s o n  i n t e r i o r e s  a 
S y s e  p u e d e  p r o b a r  q u e  d i c h o s  p u n t o s  s o n  p r e c  i s a m e n t e  l o s  d e l  
s e g u n d o  m i e m b r o  d e  l a  i g u a l d a d  d e  mâ s  a r r i b a  .

T a m b i é n  s e  o o t i e n e n  l a s  s i g u i e n t e s  p r o p i e d a d e s :

i i )  f - f (Fr(S)  n S) n mt(S) c x (f)

En e f e c t o  , s i  l a  i m a g e n  p o r  f  d e  u n  p u n t o  x i n t e r i o r  a S e s  un
p u n t o  f r o n t e r a  d e  S y x n o  f u e r a  p u n t o  d e  c a m b i o ,  p o d r î a m o s  e n c o n 
t r a r  un  e n t o r n o  a b i e r t o  d e  x q u e  f u e r a  un  i n t e r v a l o  i s o m é t r i c o  ( v e r
2 . 2 . 2 . ) ,  y e s t o  e s  i n c o m p a t i b l e  c o n  q u e  f ( x ) e s t é  e n  l a  f r o n t e r a  d e  
S .  S i  a d e m â s  f  e s  a c î c l i c a  s e  o b t i e n e :

i i i )  Si X  € Fr(S) H S, para algûn n € N , f->  ̂(X) € X( f )

Ya  q u e  co mo  E r  ( S )  A S e s  un  c o n j u n t o  f i n i t o  l a s  f '  ( x )  n o  p u e d e n  
p e r t e n e c e r  t o d a s  a e s t e  c o n j u n t o  h a b r î a  c i c l o s .  S i  y = f - K ( x )  ç g  i g  
p r i m e r a  q u e  n o  e s t â  e n  l a  f r o n t e r a  d e  S ,  a p I i c a n d o  i i )  a z = f “ ' ( y )  
s e  o b t I e n e  e l  r e s u l t a d o .
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S i a d e m â s  f  e s  r e g u I a r  o s e m i r r e g u l a r  ( v e r  d e f i n i c i o n e s  e n  2 . 3 . 6  ) 
s e  o b t I e n e :

i v )  L a s  i  t e r a c i o n e s  d e  f  s o n  r .  i .  Mâ s  e n  g e n e r a l , l a s
a p  I  i  c a c  i  o n e s  , k  €  Z ,  s o n  r .  i y  f o r m a n  un g r u p o  c o n  r e s p e c  t o  a  l a
c o m p o s i c i ô n  d e  f u n c i o n e s ,  q u e  l l a m a r e m o s  g r u p o  i t e r a t i v e  g e n e r a d o  
p o r  f .  S i  f  e s  a c T c 1 1 c a ,  t a m b t é n  l o  s o n  t o d a s  l a s  r .  i  d e  s u  g r u p o  
i t e r a t i v e .  P a r a  l o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  s e  o b t i e n e :

k -  1
x ( f * < )  C  (  U  f - ‘ ( X ( f ) )  ;  n  m t ( S )  

i = o

k
x( -  c  [  u  f ' ( X ( f } )  u f * < ( r r ( s ) )  n  s j  n  m t ( S )

i = 1

F i n a I m e n t e . s i  f  y g s o n  r . i .  e n  S ,  s e  o b t i e n e  l a  s i g u i e n t e
c o n d i c i ô n  p a r a  q u e  s u  c o m p o s i c i ô n  l o  s e a ;

U) a » f  e s  r .  i  s i  X ( f ~ ^ )  n  X ( g )  -  y .  T a m b i é n  l o  e s  s i  s e  
v e r  i  f  i  c a  f ^  ( X  ( f ) )  n  X g  -  y  , n  €  N.  P a r a  l o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  d e  
g » f  s e  o b t i e n e :

X ( g » f )  C  (  f ~ U x ( g )  U X ( f } } .

2 . 6 .  P R O P ! EDADES DE LAS REORDENACI ONES POR I NT E R V A L OS  A C I C L I  CAS Y 
S E MI RRE GULA RE S .

2 . 6 .  1 . O p e r a d o r e s  w % o  a s o c i a d o s  a f

S e a  f  u n a  r . i .  en  S.  D é f i n i  m os  l a  ô r b i t a  0 ( x )  d e  un  e I e m e n t o  x d e  S 
en  l a  m i s m a  f o r m a  q u e  e n  2 . 1 . 1 . ,  t o m a n d o  t a m b i é n  i d é n t i c a
d e f I n I c I ô n  p a r a  0 * ( x )  y 0 “ ( x ) .  D e f i n  i m os  t a m b i é n  e l  c o n j u n t o  w ( x )  
c omo  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  v a  I o r e s  d e  a d h e r e n c  i a d e  O * ( x )  . Se 
p u e d e  d é f i n i r  w co mo  o p e r a d o r  d e  c o n j u n t o s .  D a d o  A C S d e f  i n i m o s :

u ( A )  = n (  U  f ^  ( A)  )  ,
i - O  n - i

D o n d e  l a  a d h e r e n c i a  e s  r e l a t i v e  a S.

A n â I o g a m e n  t e  s e  d e f i n e  e l  . p e r a d o r  a :

a ( A )  = n  ( U f - n ( A )  )
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S i f u e r a  n e c e s a r  i o a c  I a r a r  l a  a p M c a c  i 5 n  c u y a s  i t e r a c i o n e s  
I n t e r v I e n e n  e n  l a  d e f i n i C i ô n  d e  e s t o s  o p e r a d o r e s .  e s o r i b i r T a m o s

Wf  ( A)  . u»g ( A )  e t c  .

Dec  I m o s  q u e  f  e s  t r a n s i t i v a ,  s i  p a r a  a l g û n  x € S e s  w ( x )  = S , y
d e c  I m o s  q u e  S e s  m i n i m a l  s i  V x € S e s  w ( x ) = S.

i n d i c a m o s  a c o n t i n u a c i ô n  a l g u n a s  p r o p i e d a d e s  d e  l o s  o p e r a d o r e s  a  y
w q u e  s e  d e s p r e n d e n  d i r e c t a m e n t e  d e  l a s  d e r f i n i c i o n e s  d e  l o s  
mi  s m o s .

i )  W f  r  O f  =

i i )  u ( A )  Y <x(A)  s o n  S - c e r r a d o s .

E s t a s  p r o p  I e d a d e s  s e r  T an  c i e r t a s  s i  f  f u e r a  c u a l q u i e r  b i y e c c i ô n  en  
un  e s p a c i o  t o p o  I ô g  i c o  S.  En l a  p r ô x i m a  s e  r e q u e r i r î a  q u e  e n  S 
h u b  i e r a  b a s e s  n u m e r a b l e s  d e  e n t o r n o s .  P o r  e j e m p i o ,  q u e  f u e r a  u n  
e s p a c I o  m é t r I c o .

i i i )  Uf(A U  B )  = U ( A )  U  u ( B )

a ( A U B )  r  a ( A )  U  a ( B ) .

P a r a  o b t e n e r  e s t a  p r o p i e d a d ,  s e  n e c e s i t a  e l  s i g u i e n t e  I e m a , û t i l  e n  
m u c h a s  o c a s  i o n e s  :

I V )  X €  <o(A) < - >  p a r a  t o d o  e n  t o r n o  V ( x )  d e  x ,  p o d e m o s
e n c o n t r a r  u n a  s u c e s i ô n  z  = I  )  C  A v e r i f i c a n d o  q u e  p a r a
c u a  ! q u  i e r  n a t u r a l  n ,  h a y  o t r o  n a t u r a l  K m a y o r  q u e  n t a l  q u e  (z^^)
€  V ( x ) .  E s t e  I e m a  s e  d é r i v a  d i r e c t a m e n t e  d e  l a  d e f i n i c i ô n  d e  w .
O t r a  f o r m a  d e  e x p r e s a r  e l  m i s m o  r e s u l t a d o ,  es  d i c i e n d o  q u e  e n  c a d a  
V ( X) h a y  i n f i n i  t o s  t é r m  i n o s  d e  l a  f o r m a  f * ^ ( Z n )  , K > n .  S i  A s e
r e d u c e  a u n  p u n t o  x ,  s e  r e q u i e r e  s i m p I e m e n  t  e q u e  h a y a  i n f i n i t e s
t e r m i n e s  d e  l a  f o r m a  f * ^ ( x ) .  P a r a  e l  o p e r a d o r  a  s e  o b t  i e n e n  
c o n d 1c I  o n e s  a n â I o g a s .

D e m o s t r a r e m o s  a h o r a  l a  p r o p i e d a d  i i i )  p a r a  e l  o p e r a d o r  w . P a r a  e l  
o p e r a d o r  a  l a  d e m o s t r a c i ô n  e s  a n é l o g a .  L a  i n c l u s i o n  C e s  i n m e d i a t a , 
y a  q u e ;

w ( A )  C w ( A U B )
= > w ( A)  U w ( B )  C w (AUB )

w ( B )  C w ( A U B )

P a r a  l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  l a  i n c l u s i o n  c o n t r a r i a ,  t o m a m o s  x € w ( A U B ) ,
y c o n s i d é r â m e s  l a  f am i I i a ( B ( K )  ] d e  b o l a s  c e n t r a d a s  e n  x y d e
r a d i o  1/ k . S e g û n  e l  I e m a  I V )  p a r a  c a d a  B ( k )  p o d e m o s  e n c o n t r a r  u n a  
s u c e s  I ô n  z ( k ) = ( z ^ ( k ) J d e  t e r m i n e s  d e  AUB c o n  i n f i n i t o s  t e r m i 
n e s  d e  l a  f o r m a  f  ' (z^,  (K ) ) c o n  i > n en  B ( k ) .  O b i e n  p o d e m o s  f o r m a r  
un  a s u b s u c e s i ô n  d e  l a  z ( k )  q u e  1 1 e n e  t o d o s  s u s  t e r m i n e s  e n  A o b i e n
p o d e m o s  f o r m a r  u n a  s u b s u c e s  î o n  c o n  t o d o s  s u s  t é r m  i n o s  e n  8 . d e
f o r m a  q u e  p o d e m o s  s u p o n e r  q u e  c a d a  z ( k )  c o n s t a  e x c I  u s i v a m e n t e  d e  
t é r m i n o s  d e  A o d e  B . O b i e n  h a y  i n f i n i t a s  z ( k ) q u e  t i e n e n  t o d o s  
s u s  t é r m I  n o s  d e  A ,  o b i e n  h a y  i n f i n i  t a s  q u e  1 1 e n e n  t o d o s  s u s  t é r m i -  
n o s  d e  B.  En  e l  p r i m e r o  d e  l o s  c a s o s ,  s i  d i c h a  c o l e c c i ô n  d e  v a l o r e s
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d e  k  e s  l a  s u c e s i ô n  ( k j  1, l a  s u c e s i ô n  d e  t é r m i o o s  de  A,  ( y ^  ) ,
d e  t é r m i n o  g e n e r a l  y  ̂ = z ^ ( k ^ ) , t , e n e  l a  p r o p i e d a d  de  q u e  
n a y  i n f i n i t o s  t é r m i n o s  d e  l a  f o r m a  f ' ( y j ) i > j  e n  c a d a  Q ( k )  y p o r  
t a n t o  e n  c a d a  en  t o r n o  d e  V ( x ) d e  I p u n t o  x ,  y d e  a c u e r d o  c o n  e l  l ema
I V ) ,  X e w ( A ) . En e l  s e g u n d o  c a s o ,  s e  o b t i e n e  i g u a l m e n t e  x €
u) (B)  .

V) W M  n B )  C  w M ;  n U ( B ) :  a ( A  n B)  c a ( A )  n a ( 0 )

A m b a s  s o n  i n m e d i a  t a s , p e r o  n o  a s î  l a s  i n c I  u s i o n e s  i n v e r s a s ,  q u e  n o
s o n  C i e r t a s ,  y a  q u e  m â s  a d e l a n t e  e n c o n t r a r e m o s  q u e  p a r a  e I e m e n t o s  
X X y  d e  S p u e d e  s e r  w ( x )  ;  w ( y ) .

V ! )  S i  n  e N  e s  u ( A )  -  u ( f ' ^ ( A ) )

Y a  q u e  d e  l a s  s u c e s i o n e s  r e q u e r i d a s  e n  l a  p r o p i e d a d  I v ) s ô l o  s e
s u p r I  me n  e n  e l  s e g u n d o  m i e m b r o  d e  V I )  u n  n û m e r o  f i n i t o  de  t é r m i n o s .

2 . 6 . 2 .  P r o p  i e d a d e s  d e  a  ^  w a s o c i a d a s  a I a s  p r o p i e d a d e s  de u n a

En e l  p u n t o  a n t e r i o r  s e  h a n  v i s t o  p r o p  i e d a d e s  d e  l o s  o p e r a d o r e s  a  y 
w g e n e r a  l e s ,  c o m u n e s  a c u a l q u i e r  b i y e c c i ô n  e n  un e s p a c i o  
t o p o  I ô g  i c o  -  e n  e l  c a s o  d e  i i i ) e n  un  e s p a c i o  m é t r i c o  - ,  p e r o  n o  s e  
h a n  u t i l i z a d o  e n  n i n g û n  m o m e n t o  l a s  p r o p i e d a d e s  d e  u n a  r . i .  En e s t e  
p u n t o  s e  e s t u d i a n  a l g u n a s  p r o p i e d a d e s  d e  d i c h o s  o p e r a d o r e s  q u e  s î 
d e p e n d e n  d e  l a s  p r o p  i e d a d e s  d e  l a s  r . i .  En t o d o  e l  p u n t o  s u p o n e m o s  
q u e  f  e s  u n a  r . i . en  S.

i )  S i  X €  5  - U  f ~ ' ^ ( X ( f ) ) ,  x € ( i t ( y ) , e n t o n c e s  u ( x )  C  w / y j  .

L a  r a z ô n  d e  e s t a  p r o p i e d a d  e s  q u e  l a s  f*^ s o n  c o n  t  î  n u a s  en  x p a r a  
c u a l q u i e r  k  € n .  En c u a l q u i e r  e n t o r n o  v ( z )  d e  u n  p u n t o  z de  w ( x ) , 
h a y  1n f 1n i t o s  t e r m i n e s  d e  l a  f o r m a  f ^ ( x ) .  Como x e s t â  en  w ( y ) ,
c e r c a  de  x h a y  i n  f i n i t o s  p u n t o s  d e  l a  f o r m a  f ' ( y ) , y p o r  l a
c o n t i n u i d a d  d e  f ^  en  x ,  t a m b i é n  l o s  h a y  e n  v ( z ) ,  y p o r  t a n t o  z 
e s t â  e n  w ( y ) . g

i i )  S i f  e s  a c T c t i c a ,  s u s  m t e r v a l o s  üj- i some t r  i c o s  ( v e r
2 . 3 . 3 . )  s e  r e d u c e n  a  p u n t o s .

En e f e c t o ,  c o n s  i d e r e m o s  l a  e x  i s t e n c  i a d e  u n  i n t e r v a l o  u i - i  somé t  r  i c o  
H d e  d i â m e t r o  p o s i t i v e .  P o d e m o s  e l e g t r  H m a x i m a l ,  e n  e l  s e n t i d o  de  
q u e  n o  e s t â  e s t r i c t a m e n  t e  i n c l u i d o  en  n i n g û n  i n t e r v a l o  w - i s o m é t r i -  
c o .  C o n s  I d e r a m o s  l a  f a m i I i a  d e  i n t e r v a l o s  w - i s o m é  t r i c o s  l J , k
L N , d o n d e  - f * ^ ( H ) .  A d e m â s  t o d o s  e l l o s  d e b e n  s e r  m a x i m a l e s ,  o d e  
l o  c o n t r a r i o ,  p o r  l a  c o n t i n u i d a d  de  l a s  r e s t r i c c i o n e s  d e  l a s  f * ^  a 
l o s  i n t e r v a l o s  w - i s o m é t r i c o s , se  o b t e n d r  î a q u e  H n o  e s  m a x i m a l .
A h o r a  b i e n  e l l o  s i g n i f i c a  q u e  y , , s i  k y k '  s o n  d i s t i n t o s ,  o
n o  s e  c o r t a n  o c o i n c i d e n ,  y a q u e  s i  s e  c o r t  a r a n  s i n  c o i n c i d i r ,  s u
u n i ô n  s e r  î  a u n  i n t e r v a l o  w - i s o m é t r i c o  q u e  l o s  c o n t e n d r î a ,  en  c o n t r a  
d e  s u  m a x i m a l i d a d  No e s  p o s i b l e  q u e  l o s  n «  s e a n  d i s j u n t o s  d o s  a
d o s , y a  q u e  t o d o s  e l l o s  t i e n e n  un  m i s m o  d i â m e t r o  p o s i t i v o ,  y S
s e r  î a n o  a c o t a d o .  P e r o  s i p a r a  c i e r  t o s  k , k ' ,  k  > k ' ,  f u e s e  H|< =
H x ' .  p a r a  p = k  -  k '  s e  t e n d r T  a f P ( H ^ » )  = » , y s i e n d o
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u n a  I s o m e t r î  a ,  a p l i c a n d o  e l  t e o r e m a  d e  B r o u w e r  s e  
o P t e n d r  î a I a e x  i s t e n c  i a e n  il(. . d e  u n  p u n t o  c î c l  i c  o , c o n t r a  l a  h i p ô 
t e s i s  d e  q u e  f  e s  a c î c l i c a . |

i i i )  S i  f  e s  a c î c l i c a ,  a ( X ( f ) )  -  S

P a r a  p r o b a r l o ,  t o m e m o s  u n  p u n t o  x d e  I c o n j u n t o  Y r S -  a ( X ( f ) ) ,
s u p o n I e n d o  q u e  Y n o  e s  v a c i o .  P o r  l a  d e f i n i c i ô n  d e  a .  p o d e m o s  
e n c o n t r a r  u n  S - e n t o r n o  d e  x ,  V ( x ) ,  t a l  q u e  p a r a  c i e r t o  n :

V ( X )  n  ( U f -  ' (X ( f  ) ) ) = ^
i =n

S u p o n d r e m o s  a d e m â s  q u e  V ( x )  e s  S - a b i e r t o .  En e s t a s  c o n d i c i o n e s  e l  
c o n j u n t o :

n -  1
V ( X )  -  U f - ' ( X ( f ) )

I =0

Es  S - a b i e r t o  y n o  c o n t i e n e  p u n t o s  d e  c a m b i o  p a r a  n i n g u n a  f  , K E N ,  
d e  f o r m a  q u e  c u a l q u i e r a  d e  s u s  c o m p o n e n  t e s  c o n e x a s ,  e s  un  i n t e r v a l o  
w - I s o m é  t  r  i c o  d e  d  i âme t r o  p o s i t i v e ,  c o n t r a  l a  p r o p i e d a d  i i ) .  g

A n â I o g a m e n t e , s e  o b t i e n e  p a r a  e l  o p e r a d o r  w :

i v )  S i  f  e s  a c î c l i c a ,  u > ( X ( e ) i  -  s

E s t a  p r o p i e d a d  e s  c o n s e c u e n c i a  de  l a  a n t e r i o r  y d e  l a s  r e I a c i o n e s  
e n t r e  l o s  o p e r a d o r e s  a  y w . P a r a  p r o b a r l o ,  e m p e c e m o s  r e c o r d a n d o  
q u e  s e g û n  l a  p r o p i e d a d  i )  d e  2 . 5 . 2 .  l o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  d e  f “ ' 
e s t â n  i n c l u i d o s  en  e l  c o n j u n t o  Y % f  (F r  ( S )  (T S)  U f ( X ( f ) ) .
P r o b a r e m o s  p r i m e r o  q u e  S C w ( Y ) . En e f e c t o ,  a p l i c a n d o  l a
p r o p i e d a d  a n t e r i o r  a l  o p e r a d o r  O f ' '  s e  o b t i e n e :

d f - 1 { X ( f - ’ ) ) - S.

P e r o  co mo  X ( f ' )  C Y , o b t e n e m o s :

S C O f ■ ’ ( Y )  T w f ( Y )

D o n d e  p a r a  l a  û l t i m a  i g u a I d a d  s e  na  u t i l i z a d o  l a  p r o p i e d a d  i )  d e
2 . 6 . 1 .

P r o b a r e m o s  a c o n t i n u a c i ô n  w ( Y )  C w ( X ( f ) ) ,  y e l l o  n o s  d a r â  e l
r e s u l t a d o  f i n a l  d e s e a d o ,  y a q u e  d e s p u é s  d e  l o  a n t e r i o r m e n t e
p r o b a d o ,  r e s u l t a r â  q u e  S C w ( X ( f ) ) ,  y l a  i n c l u s i ô n  c o n t r a r i a  e s  
o b v i a .  P o r  l a  p r o p i e d a d  i i i )  d e  l o s  o p e r a d o r e s  a  y w ( 2 . 6 . 1 . ) :

w ( Y )  = [  U w ( f ( X ) ) ) U [ U w ( f ( X ) ) ]
x E X ( f )  x E F r ( S ) O S

En c u a n t o  a l  c o n j u n t o  d e  I p r i m e r  c o r c h e  t e . p o r  l a  p r o p i e d a d  V i ) d e  I 
m i s m o  a p a r t a d o ,  p a r a  c a d a  x E X ( f ) e s  w ( f ( x ) ) = w ( x ) ,  d e  f o r m a  q u e :
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u  W ( f ( X ) ) :  U W ( X )  = W ( X ( f ) )
x E X ( f )  x € X ( f )

En c u a n t o  a l  c o n j u n t o  d e l  s e g u n d o  c o r c h e t e ,  a p l i c a n d o  e l  m i s m o  
r a z o n a m i e n  t  o :

U w ( f ( X ) )  = U w ( x )
x € F r ( S ) n S  x € F r ( S ) n S

P e r o  u t i l i z a n d o  l a  p r o p i e d a d  M i )  d e  3 . 5 . 2 .  s a b e m o s  q u e  s i  x € 
F r ( S )  O S,  p o d e m o s  e n c o n t r a r  y E X ( f  ) t a l  q u e  f ' ^ ( y )  = x p a r a  c i e r t o
n a t u r a l  n ,  d e  f o r m a  q u e  w ( x ) = w ( f " ( y ) ) = w ( y ) C w ( X ( f ) ) ,  l u e g o ;

U u>( f  ( X )  ) C w ( X  ( f  ) ) . 
x E F r  ( 5 ) n S

Y e s t o  c o n c I u y e  l a  p r u e b a  d e  q u e  w ( Y)  C w ( x ) . g

2 . 6 . 3 .  T e o r e m a  d e  r e c u r r e n c i a .

E l  r e s u l t a d o  q u e  a c a b a m o s  d e  e x p o n e r ,  e s  a I g o  mas  d é b i l  q u e  e l  d e  
l a  t r a n s  I t  I V I d a d ; No p o d e m o s  a f i r m a r  q u e  p a r a  c i e r t  o e I e m e n  t  o x de
S e l  w - c o n j u n t o  d e  x s e a  t o d o  S.  P e r o  s i  p o d e m o s  a f i r m a r  q u e
a l  m e n o s  s u c e d e  q u e  e l  o m e g a - c o n j u n t o  d e  un  c o n j u n t o  f i n i t o ,  X ( f ) ,  
c o ï n c i d e  c o n  S.  Es f â c i l  p o r  o t r a  p a r t e  o b t e n e r  e j e m p l o s  d e  r . i . a 
q u e  n o  e s  m i n i m a l  n i  t r a n s i t i v a .  E j  e mp I  o s  d e  e s t e  t i p o  s e  p u e d e n  
t a m b i é n  o b t e n e r  p a r a  e l  c a s o  p a r t i c u l a r  d e  t o s  i n t e r c a m b i o s  d e  
i n t e r v a l o s .  P a r a  o b t e n e r  r e s u l t a d o s  mâ s  f u e r t e s ,  e s  n e c e s a r i o  i n -  
t r o d u c i r  u n a  n u e v a  n i p ô t e s i s  p a r a  f : l a  r e g u I a r i d a d  o s e m i r r e g u I a -
r I d a d . En e s t e  p u n t o ,  i n t r o d u c i e n d o  l a  h i p ô t e s i s  mâ s  d e b i l  de  
s e m I r e g u I a r I d a d  ( v e r  2 . 3 . 6 . )  s e  o b t i e n e  u n o  d e  l o s  t e o r e m a s  b â s i c o s  
d e l  c a p î t u l o ,  q u e  I I a m a r e m o s  t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c  t a , p o r q u e  c o n s t i -  
t u y e  un r e f i n a m l e n t o  d e l  t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c  i a d e  P o i n c a r é  a p l  i c a -
d o  a l  c a s o  q u e  n o s  o c u p a .  D i c h o  t e o r e m a  e s t a b l e c e  q u e  s i  T : X  ►X
e s  u n a  a p l i c a c i ô n  B o r e l  m e d i b l e  en  un  e s p a c i o  m é t r i c o  s e p a r a b l e  X 
y u e s  u n a  m e d i d a  T - i n v a r i a n t e  e n  l a  a - â l g e b r a  d e  B o r e  I d e  X,
e n t o n c e s  p - c a s i  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  X s o n  r é c u r r e n t e s ,  e s  d e c i r  :

p ( X ; X n o  p e r  t e n e c e  a wp  ( x ) ] = 0

A h o r a  b i e n ,  s i  ^ e s  u n a  r . i .  en  S,  t o d a s  l a s  h i p ô t e s i s  s o n
s a t i s f e c h a s ,  t o m a n d o  como  m e d i d a  m l a  m e d i d a  d e  L e b e s g u e .  P o r
c o n s  I g u I  en  t e , e l  c o n j u n t o  d e  o u n t o s  n o  r é c u r r e n t e s  en  u n a  r .  i .
d e b e  t e n e r  m e d i d a  n u l a .  P o r  s u  p a r t e  e l  t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c i a  p a r a
un a r . i . a . s e m i r e g u i a r  e s  t  a b I e c e  q u e

i )  S i  f  e s  u n a  r .  i . a .  s e m i r e g u l a r  e n  S,  e l  c o n j u n t o  d e  
p u n t o s  n o  r é c u r r e n t e s  e s  v a c i o ,  m âs  a û n ,  V  p  € N U  ( O J ,  f P ( x ) € u ( x ) .

P a r a  p r o b a r l o ,  s u p o n g a m o s  q u e  h a y  u n  r  :  f P ( x ) , y q u e  z n o  
p e r t e n e c e  a w ( x ) .

En e s t a  h i p 6 t e s i s  p o d e m o s  e n c o n t r a r  un  i n t e r v a l o  S - a b i e r t o  t a l  q u e
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z E V ( z ) ,  q u e  s ô l o  c o n t i e n e  u n  n u m é r o  f i n i t o  <.ie p u n t o s  d e  : ü f o r m a  
( X ) , K E N  ( v e r  IV  d e  2 . 6 . 1 . ) .  R e d u c i e n d o  c o n v e n i e n  t e m e n  t e  

V ( 2 ) p o d e m o s  c o n s e g u i r  q u e  e n  é l  n o  n a y a  s i n o  u n  s ô l o  p u n t o  d e
d i c h a  f o r m a  ; e l  m i s m o  z . A d e m â s  c o m o  F e s  a c î c l i c a  s i  p /  K ,
f P ( x )  X f " < ( x )  .

S a b e m o s  p o r  o t r a  p a r t e  p o r  l a  h i p ô t e s i s  d e  s e m i r r e g u I a r i d a d  q u e  
h a c e m o s  e n  f  ( 2 . 3 . 6 . )  V K E N,  p o d e m o s  e n c o n t r a r  u n  i n t e r v a l o  
k -  I s o m é t r  I c o  y c o n  d  i .âme t r o  p o s i t i v e .  L o  p o d e m o s  n a c e r  d e  f o r m a  q u e
s e a  C J k *  s i k  > k ' . C o n s i d e r e m o s  l a  s u c e s i ô n  d e  i n t e r v a l o s
(  H u  J d o n d e  Hk V ( z )  n J^. 
d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o .  A d e m â s  co mo
s e  c o n t r a e n  a z c u a n d o  n  ►oo, o
i n t e r v a l o  w - i s o m é  t r  i c o  d e  d i â m e t r o

Es  u n a  s u c e s i ô n  d e  i n t e r v a l o s  
c a d a  H|< e s  k - i  s o m é t r  i c o , l o s
d e  l o  c o n t r a r i o  o b t e n d r  î  a m o s  u n  
p o s i t i v o ,  c o n t r a  i i )  d e  2 . 6 . 2 .

P o n g a m o s  a h o r a  = I n t ( H ^ )  U ( z )  y d c f i n a m o s  ;

i m = m i n  ( i E N:  f ( X ( f ) )  A  G ^  X X  )

T a l  m î n i m o  e x i s t e ,  o G ^  s e r  î a un  i n t e r v a l o  w - i s o m é  t r  i c o .
T o m e mo s  p a r a  c a d a  m u n  y ^  € f ' m { X ( f ) )  A G,^. T a  I y ^  v e r i f i c a :

f ' m ( y m )  6 X ( f ) .

A d e m â s  p o r  l a  c o n d i c i ô n  d e  m î n i m o :

[  U  f -  '  ( X  ( f )  ) ]  A  G p

i -O

P o r  l o  q u e  f ' m / G p ,  e s  u n a  i s o m e t r  î a .

Como X ( f ) e s  un  c o n j u n t o  
a l g û n  v a l o r  d e  f  ' m(y^p)  .
( m^ 1 d e  v a  I o r e s  d e  m

f i n i t o ,  p a r a  m f i n i t o s  i p, 
S e a  e s t e  a y c o n s i d e r e m o s  

p a r a  l o s  q u e  f  ' m (y^p) = a .

s e  d e b e  r e p e  t  i r  
l a  s u b s u c e s i ô n  
D e f  i n I m o s  I a s

s u c e s  i o n e s  ( j k  ) . ( } ,  ( l «  J d e  t é r m  i n o s  g e n e r a  l e s :

Jk Xm = G n

S u c e s  I o n e s  p a r a  l a s  q u e  s e  v e r i f i c a n  l a s  r e I a c i o n e s  :

f J k ( t ^ )  = a

f  J k / s o m e t r  î a

P a r a  un v a l o r  d e  k 
q u e  en  c a s o  c o n t r a r i o  
m a y o r  q u e  c i e r t o  K ,
e n  e I  i n t e r i o r  d e  1

o s u f I c I e n t e m e n t e  g r a n d e ,  f J k  ( z )  X a . y a  
a s e r  î  a c î c l  i c o . E s t o  p r u e b a  q u e  s i  k  e s  

l o s  t|,; s o n  d I f  e r e n t e s  d e  z y a d e m â s  e s t â n  
)S I ( v e r  d e f i n i c i ô n  d e  e s t o s  m t e r v a l o s  y
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S e a  n > K.  Como t ^  E l n t ( l p , )  y X z . p o d e m o s  e n c o n t r a r  u n a  b o  I a 
B ( t n )  C I n c e n t r a d a  e n  t , j  e n  l a  a u e  n o  e s t â  z n i  b a y  t é r m , n o s  de  
l a  f o r m a  f * ^ ( x ) ,  K > O ( z p o d r ' a  s e r  e l  û n  i c o  e ! e m e n t o  d e  e s t a  
f o r m a  p o r  l a  d e f i n i C i ô n  d e  l o s  i n t e r v a l o s  Hp,) . R é s u l t a  e n t o n c e s  q u e  
f J n ( B ( t p , ) )  = 8 ( a )  e s  u n a  b o  I a c e n t r a d a  e n  a e n  l a  q u e  n o  d e b e
h a b e r  e I e m e n t o s  d e  l a  f o r m a  f * ^ ( x )  p a r a  k  > j ^ , ,  y a q u e  en  c a s o  
c o n t r a r i o  h a b r  î  a e l e m e n t o s  d e  l a  f o r m a  f ' ^ ( x ) ,  c o n  k  > 0  e n  8  ( t ^ )  = 
f " J n ( B ( a ) ) . De a q u î  s u r g e  l a  c o n t r a d i c c i ô n , p o r q u e  t o m a n d o  u n a  b o I  a 
8 ( z )  d e  c e n t r o  e n  z y d e  r a d t o  i g u a l  a l  d e  B ( a ) , p o d e m o s  s e l e c c i o -
n a r  u n  n a t u r a l  q s u  f i c i e n  t  emen  t e  g r a n d e  p a r a  q u e  I q  C B ( z ) y p a r a
q u e  j q  > j n -  Como f  J q a c t û a  i s o m é t r i c a m e n t e  s o b r e  i q  y l a  d i s t a n c i a
d e  z a t q  e s  m e n o r  a l  r a d i o  d e  8 ( a ) , f J q ( z )  d e b e  e s t a r  e n  e s t a  
b o  I a , y  c o m o  z = f  P ( x ) , r é s u l t a  q u e  t o m a n d o  k  = p t- j q  > 
e n c o n t r a m o s  e n  B ( a )  u n  e l  e m e n t o  d e  l a  f o r m a  f ' ^ ( x )  , k  > j  . ■

A p a r t i r  d e  I t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c i a  s e  o b t i e n e  e l  t e o r e m a  a n â l o g o  
p a r a  e l  o p e r a d o r  a :

i i )  S i  f  e s  u n a  r .  i . a .  s e m i r r e g u ! a r  e n  S y  x  e  S,
e n t o n c e s  V P  € N,  f ~ P  ( x )  €  a ( x ) .

B a s t a  p a r a  p r o b a r  I o  a p l  i c a r  e l  t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c i a  a l  a p e r a d o r  
W f - 1 .  T a m b i é n  s e  o b t i e n e  i n m e d i a t a m e n t e  e l  s i g u i e n t e  c o r o l a r i o ,
q u e  s i m p l i f i c a  , e n  l a  h i p ô t e s i s  d e  s e r  f  u n a  r . i . a .  s e m i r r e g u I a r ,
l a  d e f i n i c i ô n  d e  l o s  o p e r a d o r e s  a  y w :

i i i )  <4(x)  c o i n c i d e  c o n  l a  S - a d h e r e n c  > a  d e  0 ^ ( x )  U  ( x ) ;  
a ( x )  c o ï n c i d e  c o n  l a  S - a d h e r e n c i a  d e  0 ~ ( x ) .

2 . 6 . 4 . T e o r e m a  d e  e s t r u c t u r a  de  w ( x ) en  u n a  r . i . a r e g u I a r .

En e s t e  a p a r t a d o  s e  o b t e n d r â  e l  r e s u l t a d o  f u n d a m e n t a l  r e s p e c t o  a l a  
e s t r u c t u r a  t o p o  I ô g i c a  de  l o s  c o n  j u n t o s  w ( x ) y a ( x )  d e  c u a l q u i e r  x E 
S SI  f  e s  u n a  r . i . a .  s e m i r r e g u l a r  en  S.  D e s p u é s  d e l  a n t e r i o r
a p a r t a d o ,  en  c o n c r e t o  d e l  c o r o I a r i o  i i i ) ,  e l l o  e s  é q u i v a l e n t e  a l a  
c a r a c t e r I z a c I ô n  t o p o  t ô g i c a  d e  i a s  ô r b i t a s  d e  l o s  e l e m e n t o s  d e  S.  E l
t e o r e m a  d e  e s t r u c t u r a  e s  t a t > l e c e  q u e :

i )  S i  f  e s  u n a  r .  i . a .  s e m i  r r e g u I a r  e n  S,  V x  S S 
w f x j  -  y p o r  c o n s i g u i e n t e  t a m b i é n  a ( x )  -  s e  p o n e  como u n i ô n  d e  
i n t e r v a l o s  S - c e r r a d o s  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o .

P r e v I a m e n t e  a l a  o b t e n c i ô n  d e  e s t e  r e s u l t a d o  s e  p r é c i s a  e l
s i g u i e n t e  r e s u l t a d o  , d e  f â c i l  d e m o s t r a c i ô n .

i i )  S i  f  e s  u n a  r . i  e n  S y  z  € S v e r  i f  i c a :  z  €  u ( x ) - X C f ) ,  
e n t o n c e s  f ( z )  € u > ( x ) .

B a s t a  t e n e r  e n  c u e n t a  l a s  d e f i n i c i o n e s  y e l  h e c h o  d e  q u e  f  e s
c o n t î n u a  e n  z .

P a s a m o s  a h o r a  a l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  I t e o r e m a  d e  e s t r u c t u r a .  L a  
d e m o s t r a c i ô n  s e  b a s a  e n  e l  a n â l i s i s  d e  l a  e s t r u c t u r a  d e l  c o n j u n t o  
V = S -  w ( X ) .  P a r a  c l a r i f i c a r  l a  d e m o s t r a c i ô n , l a  d i v i d i m o s  p o r
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e t a p a s .  P ro b a r e m os  p r i m e r o

conexas.
a) V se escrib e  como uniôn numerable de sus componentes 

Estas son S -a b ie r ta s , y tienen su S -fro n te ra  sobre u ( x ) .

El  c o n j u n t o  V es  S - a b i e r t o  p o r  s e r  w ( x )  S - c e r r a d o .  E s t o  p r u e b a  qu e  
puede p o n e r s e  como u n i ô n  n u m e r a b l e  de S - a b i e r t o Æ ,  q u e
conven i e n t e m e n t e  a g r u p a d o s  dan l a s  c omp on ent e s  c o n e x a s  S - a b i e r t a s  
de V. Sea J una de e M a s .  S e r â  :

F r ( j )  n s = J n s n w(x)

Y c o mo  w ( x )  e s  S - c e r r a d o , w ( x )  A  s = u { x ) , d e  f o r m a  q u e :

F r ( J )  A  S C w ( x ) .

b )  E l  n û m e r o  d e  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  V e s  f i n i t o .

S a b e m o s  q u e  V = u J j ,  d o n d e  M e s  u n  c o n j u n t o  n u m e r a b l e  o f i n i t o  y
i €M

y I a s  J  i l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  V. Como e l  c o n j u n t o  Y = F r ( Sj  W 
U X ( f )  e s  f i n i t o ,  s ô l o  u n  n û m e r o  f i n i t o  d e  c o m p o n e n t e s  J j  p u e d e n  
t e n e r  e n  s u  a d h e r e n c  i a p u n t o s  d e  Y.  S e a  © e l  m e n o r  d e  l o s  d i â m e t r o s  
d e  e s t a s  J ; ,  n e c e s a r i a m e n t e  p o s i t i v o .  C o n s i d é r â m e s  e l  c o n j u n t o  d e  
T n d i c e s  P C M  t a l  q u e  i E P = > < 5 ( J , )  > ©.  Es  c l a r o  q u e  P e s  f i n i t o
o n o  s e r T  a S a c o t a d o .  P a r a  p r o b a r ,  c o m o  d e s e a m o s ,  q u e  M e s  f i n i t o  
e s  s u f i c i e n t e  p r o b a r  q u e  Q = M -  P e s  v a c i o .  P r o b a r e m o s  q u e  e s t o  e s  
c I e r  t o  p o r  r e d u c e i ô n  a I a b s u r d o .

S e a  p u e s  i E Q.  Es  c l a r o  p o r  l a s  d e f  i n i c  i o n e s  q u e  J ,  A Y = x . De :

Se d e d u c e  q u e  f / J j  e s  i s o m e t r î  a . P r o b a r e m o s  q u e  F r ( j , )  C w ( x )  . En  
e f e c t o ,  l o s  e x t r e m o s  d e  l a s  J ,  s o n  p u n t o s  f r o n t e r a  d e  S ,  o b i e n  
p e r t e n e c e n  a l a  f r o n t e r a  r e  I a t i v a  d e  J ,  en  S.  E l  p r i m e r  s u p u e s t o  e s  
i m p o s i b l e  p u e s  s a b e m o s  q u e

J j  A  F r ( S )  = J*

E s t o  s i g n i f i c a  q u e  F r ( J  j ) C F r ( S ) AS C w ( x ) , s e g û n  a ) .
P o r  o t r a  p a r t e  l o s  e x t r e m o s  d e  J ,  no  p u e d e n  s e r  p u n t o s  d e  c a m b i o ,  
p o r  l o  q u e  s e  v e r i f i c a  p o r  l a  c o n t i n u i d a d  d e  f  e n  d i c h o s  p u n t o s  ;

f ( F r ( J j ) )  = F r ( f ( J , ) )

Como F r ( j j )  c  w ( x )  -  X ( f ) ,  r é s u l t a  p o r  l o  a n t e r i o r  e  i i )  q u e  
t a m b i é n  F r ( f ( J j ) )  C w ( x ) . E s t o  p r u e b a  q u e  f ( J , )  e s  u n  i n t e r v a l o  q u e  
t  i e n e  s u s  e x t r e m o s  e n  w ( x ) .
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