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Pelczynski, que junto con Bessaga, Szlenk y otros, consigue otro gran
avance en el conocimiento de los espacios C{K). En 1962 axiomatiza

otra de las propiedades de estos espacios, que se puede definir tam-
bién en términos de 1os operadores definidos en el espacio: la proﬁg
dad V. Y tres afios mas tarde publica junto con Szlenk un articulo que
contribuyb decisivamente a caracterizar cuindo un C(K) verifica que

todos sus subespacios cerrados tienen la propiedad de Dunford-Pettis

(es decir, cuindo un C(K) es hereditariamente Dunford-Pettis).

Poco después, siguiendo la tendencia natural de extender al ca-
so vectorial los resultados obtenidos en el caso escalar, se comien—
za a estudiar el espacio C(K,E).

Podemos decir que los primeros pasos en esta direccidn fespecto
al tipo de propiedades citadas, los dan Singer y Dinculeanu al obte-
ner una representacidn integral de los operadores definidos en C(K,E)

()

A partir de este resultado se hacen intentos, a finales de 1los

que generaliza el teorema de Riesz

afios 60 y principio de los 70, de traducir las propiedades de los

" operadores {como "ser débilmente compacto", "ser incondicionalmente

conveygente",...) en propiedades de las medidas que 10s representan.
Autores que han trabajado en ello han sido Batt y Berg, Dobrakov,

Brooks, Dinculeanu y, recientemente, Fierro. Se consiguen condicio -
nes necesarias y algunas suficientes, pero caracterizaciones genera-

les s6lo en casos muy particulares.

Uno de los problemas que mé&s interés ha despertado en el estudio
del espacio C(K,E) y de otros espacios de funciones vectoriales, res

ponde al siguiente planteamiento:

(#) Pues C(K,E) tendra alguna de esas propiedades segin cémo

sean los operadores definidos en é1.
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Si P es una de las propiedades citadas anteriormente, ¢es

cierto que

(1) "C(K,E) tiene la propiedad P si y sblo si C(K) y E

la tienen"?

En concreto, si se trata de una propiedad que poseen todos

los C(K) ¢es cierto que
(2) "C(K,E) tiene la propiedad P si y sblo si E la tiene"?

Y, naturalmente, en el caso en que (1) 6 (2) no sean ciertos en gene
ral, el problema que se plantea es el de determinar para qué clases

de espacios (K y E) son ciertos.

En este sentido una de las propiedades mds tratadas ha sido 1la
propiedad de Dunford-Pettis. La dificultad de obtener respuestas ge-
nerales se pone de manifiesto al comprobar que hasta el momento sdlo
se ha « :mostrado que espacios E muy concretos que poseen la propiedad
de Dunford-Pettis verifican que C(K,E) también la tiene. Por ejemplo,
Bourgain [7] ha probado muy recientemente con técnicas bastante so -

fisticadas, que C(KJfgu)) posee la propiedad de Dunford-Pettis.

La demostracidén de que una respuesta afirmativa a (2) para esta
propiedad er general no es cierta, la ha dado hace pocos meses Tala-
grand en un articulo ain no publicado [39], en el que construye un
espacio de Banach € que tiene la propiedad de Dunford-Pettis y tal
que C({0,11,€) no la tiene. Las buenas propiedades de este espacio §
que iremos viendo a lo largo de la memoria (ver Nota 10.10.) hacen
dificil conjeturar qué condiciones se le han de imponer a K 6 a E pa

ra que (2) tenga una respuesta afirmativa.

Un problema clisico en la teoria de espacios de Banach es el de



iv

determinar cudndo un espacio de Banach contiene un subespacio isomoz
fo a <, 6 a Cl, y cudl es la "posicién" de este subespacio. Desde ha
ce algunos afios se viene estudiando este tipo de problemas en espa -
cios de funciones (ver [25,29,33,34]). En esta linea Pelczynski pro-
bb que todo espacio C(K) infinito-dimensional contiene un subespacio
isomorfo a Cor ¥V hace muy poco E. y P. Saab han caracterizado cuéndo

. . . L
C(K,E) contiene un subespacio complementado isomorfo a ¢

Una gran parte de los resultados de esta memoria se sittan en
1a linea de dar respuestas a (1) y (2) cuando P es la propiedad de
Dunford-Pettis, la propiedad reciproca de Dunford-Pettis, la propie-
dad de Dieudonné, la propiedad V y "ser hereditariamente Dunford-pet

tis".

Asimismo abordamos también el problema de determinar cuando
. . L i .
C(K,E) contiene algin subespacio isomorfo a A y cuando contiene a

c, como complementado.

A continuacién pasamos a comentar brevemente el contenido de 1la
presente memoria. La hemos dividido en quince secciones, distribui -

das en seis capitulos y un apéndice.
—

En el capitulo 1 establecemos las notaciones y recogemos 1os re
sultados basicos de la teoria general de espacios de Banach y del es
pacio C(K,E) que utilizamos a lo largo de la memoria. Por razones de
brevedad hemos recogido solamente los resultados fundamentales que
necesitamos. Para mayor informacidén pueden consultarse por ejemplo
los libros de Dinculeanu, Dunford-Schwartz, Lindenstrauss-Tzafriri y

Semadeni (ver bibliografia).

En el capituleo II estudiamos algunas cuestiones sobre ia con-



vergencia débil en B(L,E); y demostramos que algunas propiedades de
los operadores definidos en C(K,E), como "ser incondicionalmente con
vergente", "transformar sucesiones débilmente de Cauchy en sucesio-
nes débilmente convergentes" y "transformar sucesiones débilmente
convergentes en sucesiones convergentes'", se siguen conservando al
extenderlos a B(X,E). Esto nos proporcionard una herramienta muy util

para los capitulos III y 1IV.

En el capitulo III demostramos que (2) es valido para una clase
amplia de compactos K, cuando P es cualquiera de las tres propieda-
des definidas por Grothendieck citadas al principio; y que el proble

ma general se puede reducir a K=[0,1]. En concreto probamos que

"Si K es un compacto disperso entonces C(K,E) tiene la pro-
piedad de Dunford-Pettis, la propiedad reciproca de Dunford -

Pettis o la propiedad de Dieudonné si y sélo si E la tiene".
Y que

"C(K,E) tiene una de las tres propiedades anteriores para

todo compacto K si y sbdlo si C([0,1],E) la tiene".

También estudiamos algunas de las propiedades del espacio cons-
truido por Talagrand. Y, por Gltimo, probamos que si imponemos algu-
nas condiciones restrictivas a E (tener base incondicional reductora,
o tener E' y E" la propiedad de Radon-Nikodym) C(K,E) tiene la pro -
piedad reciproca de Dunford-Pettis y la propiedad de Dieudonné para

todo compacto K.

En el capitulo IV tratamos el problema de determinar cuéndo el
espacio C(K,E) es hereditariamente Dunford-Pettis y cuando tiene la

propiedad V. Propiedades que fueron estudiadas por Pelczynski en el
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caso escalar.

Damos una caracterizacidén de cudndo C(K,E) es hereditariamente
Dunford-Pettis; y comprobamos, a través de ella, que 1la mayoria de
los espacios E hereditariamente Dunford-Pettis conocidos verifican
que C(K,E) es hereditariamente Dunford-Pettis cuando C(K) 1lo es.

En cuanto a la propiedad V Pelczynski conjeturd en [ 28] que se

verificaria que
C(K,E) tiene la propiedad V si y sblo si E la tiene.

Nosotros probamos que si E tiene base incondicional entonces ia con-
jetura de Pelczynski es cierta. Y como consecuencia de ello podemos
ampliar la clase de los espacios E conocidos hasta ahora que son dé-
bilmente secuencialmente completos y verifican.que L1gh,E) también
es débilmente secuencialmente completo (pues este problema estd inti
mamente ligado al de determinar cuindo C(K,E) tiene la propiedad V).
Al finalizar el capitulo hacemos notar que a partir de algunos
resultados obtenidos anteriormente, los ejemplos de Hagler y de Bour
gain y Delbaen permiten dar una respuesta negativa a una pregunta

planteada por Pelczynski en [ 28].

En el capitulo V caracterizamos cuindo C(K,E) contiene un subes
pacio isomorfo a ﬁl y cuando contiene un subespacio complementado isg
morfo a Cot Respecto a esto (ltimo probamos en concreto que si K es
infinito y E es de dimensidn infinita entonces C(K,E) contiene siem-
pre un subespacio complementado isomorfo a co (atn en el caso en que
ni C(K) ni E lo contengan como complementado). Este resultado se se-
para sustancialmente de los obtenidos hasta ahora en esta linea para
espacios de funciones vectoriales (ver f25,33,34]). Como consecuen —
cia inmediata del resultado citado se obtiene un teorema probado re-
cientemente por Khurana [24] que caracteriza cudndo C(K,E) es un es-

pacio de Grothendieck.
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En el capitulo VI estudiamos cuindo la suma directa en el senti
(4 ., .
do de co y de ') (1¢p¢coo) de una sucesidn de espacios de Banach,

posee alguna de las propiedades tratadas en los capitulos III y IV.

Digamos por (ltimo que los resultados y las técnicas desarrolla
das a 1o largo de la memoria nos permiten dar varios resultados so -
bre las propiedades de los operadores definidos en C(K,E). Estos re-
sultados ios recogemos en un apéndice. Se sitan en la 1inea de ex -
tender al caso vectorial los teoremas de Grothendieck y PeJlczynski

sobre los operadores débilmente compactos definidos en C(K).






CAPITULO I

Este capitulo esti dedicado a establecer las notaciones funda -
mentales que utilizaremos en esta memoria, y a recoger los resulta -
dos béAsicos de la teoria general de espacios de Banach y del espacio

C(K,E) que necesitaremos mas adelante.

1. Notaciones y algunos resultados biasicos de la teoria general

de espacios de Banach.

A 1o largo de la memoria E y F ser&n siempre espacios de Banach
(que supondremos por comodidad reales) y K serd un compacto Hausdorff,
Supondremos, salvo indicacibn expresa, que E y F son espacios no tri.
viales y que K es no vacio.

B(E) indica la bola unidad cerrada de E, y E' el dual topoldgi-
co de E.

Si A<E, [A} es el subespacio vectorial engendrado por A.

Denotamos por C(K,E) al espacio de Banach de las funciones con-
tinuas de K en E con la norma del supremo.

si X es una e-algebra de subconjuntos de un cierto conjunto LL,
S(¥,E) indica el espacio de las funciones X-simples definidas en L y
con valores en E; B(E,E) es el espacio de las funciones de L en E
que se pueden aproximar uniformemente por funciones de S(Z,E). Ambos
espacios, S(X,E) y B(I,E), los consideramos dotados de la norma del
supremo. Es facil comprobar que B(X,E) con esta norma es un espacio
de Banach; y, por la propia definicidn, es claro que S(X,E) es den -
so en B(%,E).

Si E es el cuerpo escalar R notamos simplemente por C(K), S(I)

y B(Z) a los espacios anteriores.



Si (11,1,}1) es un espacio de medida finita, L1(5,E) es el espa
cio de Banach de las funciones de fL en E que son integrables Bochner
con la norma usual.

Como es habitual <, y !f (para 1€p £ ®) denotan los espacios de
sucesiones clasicos.

Al espacio de las sucesiones convergentes a cero en E dotado de

la norma del supremo lo designamos por gO(E).

A continuacibén pasamos a definir y enumerar algunos resultados
sobre series, operadores y bases de Schauder, que tratan de recoger
lo fundamental de estos temas que utilizamos en la memoria; y pueden

verse por ejemplo en [13, 22, 26 y 28].

Series: Se dice que una serie an de elementos de E es incondi

cionalmente convergente si toda subserie suya converge. Se dice que

es débilmente incondicionalmente convergente si EI(xn,x'>l<+oo pa-

ra cada x'€E’'.
Una serie z;xn es débilmente incondicionalmente convergente en
‘E si y sbélo si el conjunto [an : o"e"g'(]hi)} ‘ests acotado '
new

(‘Pf(N) indica el conjunto de todas las partes finitas de W) .

Operadores: Por un operador entre E y F entendemos una aplica -
cidén lineal y continua de E en F. Al conjunto de todos los operado -
res entre E y F 1o designamos por L(E,F). Si TEL(E,F) indicamos por
T' a su traspuesto.

Un operador es débilmente compacto si transforma conjuntos aco-

tados en conjuntos débilmente relativamente compactos.

Un operador es incondicionalmente convergente si transforma se-

ries débilmente incondicionalmente convergentes en series incondicio

nalmente convergentes. Ejemplos de operadores incondicionalmente con



vergentes son los siguientes:
- los operadores débilmente compactos;
- los operadores que transforman sucesiones débilmente conver
gentes en sucesiones convergentes en norma;
-~ los operadores que transforman sucesiones débilmente de

Cauchy en sucesiones débilmente convergentes.

Bases de Schauder: Una sucesidn (en) en un espacio de Banach E

se llama base de Schauder de E si para cada X€EE existe una Gnica su-

k- -4
cesibn de escalares (an) tal que x:[a.en
iy

Una base de Schauder (en) de E se dice que es base incondicio-

L4
nal si la serie }:anen converge incondicionalmente para cada
nzi

o0
x=Ya e €E.

Las bases incondicionales se pueden caracterizar de la siguien-
te manera:
"Una sucesién (gn) es base incondicional de E si y sdlo si ve-
rifica las tres condiciones siguientes:

i) en¢0 para todo neEWN ,

ii) E=((en)],
iii) existe una constante M>0 tal que, para cada sucesidn de
escalares (an) y cada par de subconjuntos finitos de W, ¢ y o

con o c ¢!

" zaneﬂ " é M “ﬂz!al'len“ "
nET (18

Una sucesibn (en) que es base de Schauder del espacio vectorial

cerrado engendrado por ella, [(en)J, se llama sucesibn bdsica.
Dos bases de Schauder, (xn) de E e (yn) de F, se dice que son
equivalentes -si existen dos constantes positivas ¢ y C tales que, pa

ra cada r€N y cada sucesidn finita de escalares (an): .
=z



c n“ganxn“ < | ianyn“ < C “néanxnn .

n=t

Es claro que si (xn) e (yn) son equivalentes, la aplicacién

o oo
Xx=rax —sy=¥Yay define un isomorfismo entre E y F.
nn asg DN

LTES
Una base de Shauder (xn) se llama normalizada si lxnﬂ=1 para to
do nEWN . Si (xn) es base de Schauder de E existe siempre una norma
equivalente en E respecto de la cual (xn) es una base de Schauder

normalizada.

Si (xn) es base de Schauder de E se definen las proyecciones
P 5 ¥ ifi
n.E-——a E por Pn(;E'aixi) =;E;aixi , para cada n€EIN . Se verifica

que sup {P i ¢+oo.
ne ™ n

En el caso en que (xn) sea base incondicional se pueden definir

también las proyecciones Fy :E — E para cada subconjunto arbitrario

. o
¢ or P X, ) = X, -
de W, p w ( ‘{I. alxl) ‘&Z‘_ a;x;

Si (xn) es base de Schauder de E se definen los funcionales aso
‘ciados (xg)c:E‘ por <xﬁ,x&)=8nﬁ para todo n,mEN . Observemos que en-

Qo
tonces x= ¥ <x.xr')>xn para todo x€E.

nzi
Una base de Schauder se 1llama reductora si la sucesidn de sus
funcionales asociados (xﬁ)c:E' es base de Schauder de E'. El1 nombre
de reductora se debe al siguiente resultado:

" (xn) es base reductora de E si y sdlo si, para cada x'€E',

la norma de x'\f?;-j;ra' (restriccidén de x' a [(xi):n] ) tiende a ce
itsn

ro cuando n—poo ",

Por (ltimo hemos de recordar dos caracterizaciones importantes

de Bessaga-Peiczynski y Rosenthal sobre los espacios de Banach que
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contienen a c_ 6 a El (ver [26] pags. 98 y 99)

1.1. Teorema (Bessaga~Pelczynski): Un espacio de Banach E no contie-
ne ningun subespacio isomorfo a <, si y sblo si toda serie débilmen-~

te incondicionalmente convergente en E converge incondicionalmente.
1.2. Teorema (Rosenthal): Un espacio de Banach E no contiene ningin

L T . . .,
subespacio isomorfo a € si y sb0lo si toda sucesidn acotada en E po-

see una subsucesién débilmente de Cauchy.

2. Representacidn de operadores definidos en C(K,E).

Sea K un compacto Hausdorff, £ la o-41gebra de Borel de Ky E y
F espacios de Banach. Al espacio de Banach de las medidas regulares
contablemente aditivas y de variacibén acotada de £ en E, dotado de
la norma de la variacién total, lo denotamos por rcabv(E,E); si E es
IR simplemente por rcabv(f).

Es bien conocido quela aplicacibén que a cada jLSrcabv(z,E') le
hace corresponder el elemento §F€C(K,E)' definido por
fﬁ(*) = L<+ %“ para todo ¢€C(K,E), donde la integral esti tomada
en el sentido de {11], establece un isomorfismo isométrico entre el

dual de C(K,E) y el espacio rcabv(g,E').

8i m: £ —> L(E,F") es una funcidén de conjunto finitamente aditi

va, para cada AET se define la semivariacibén de A de la siguiente

manera

W(a) = sup [ Zm(ag) (x)



donde el supremo se toma entre todas las colecciones finitas de

conjuntos disjuntos Aisf, AiCA’ y de elementos xi€B(E).

Se dice que m tiene semivariacidn finita si M(K)¢< +° . Se dice

que m tiene semivariacidén continua en ¥ (o semivariacién continua

en @) si 1im ﬁ(An) = 0 para cada sucesién (A )c T tal que AN ]
(o]
(es decir, para cada sucesidén no creciente (An)c ¥ tal que C3An=¢).

Para cada y'€F' se define 1la funcién de conjunto finitamente

, ! T— E' por

aditiva m
y
<x,my,(A)> =<m{A)(x),y" para todo x€E y todo A€ ¥ .

, €s regular para todo

Se dice que m es débilmente regular si my

y'€F'.

El siguiente teorema de representacidén de operadores se debe a

singer y Dinculeanu (ver p.e. {3}y [111 pag. 182)

2.1. Teorema (Dinculeanu—singer):'Cada operador T : C(K,E) —> F de
ltérﬁiﬁa ﬁné ﬁnicé funcién de conjunto m: & — L(E,F") tal que:

i) m es finitamente aditiva y M(K) < +o0;

ii) m es débilmente regular;

iii) la aplicacién y'—> me de F' en rcabv(z,E') es continua
para las topologias 6(F',F) de F' y 6(C(K,E)',C(K,E)) de
rcabv(g,E'); )

iv) T($) = Jk ¢ dm para todo *QC(K,E);

v) ITh = M(K); ¥y
vi) T'(y')=n&, para todo y'€F'.
Reciprocamante, cada funcidn de conjunto m:Z —> L(E,F") que
verifica (i), (ii), y (iii) define por (iv) un operador

T :C(K,E) — F que cumple (v) y (vi).



La integral de (iv) del teorema anterior esti tomada en el sen-
tido de {111. En 1o que sigue habrin de entenderse las integrales

que aparezcan tomadas Siempre en este sentido.

Dado un operador T :C(K,E) —— F 1llamamos "medida asociada a T"
a la funcidn de conjunto m, cuya existencia y unicidad asegura el

teorema anterior.

A menudo buenas propiedades del operador T se traducen en bue-
nas propiedades de su medida asociada. Asi, Dobrakov en [13, teore-

ma 3] obtiene el siguiente resultado:

2.2. Tecrema [13]: 8i T :C(X,E) —> F es un operador incondicional-

mente convergente, entonces su medida asociada m verifica:
i) m(E) e L(E,F)
ii) m(A) : E —> F es incondicionalmente convergente para cada
AEY
iii) lim ﬁ(An) = 0 para cada sucesidn (A)e Z tal que A \¥.

Teniendo en cuenta que, para cada AEZ ,

M(A) = sup Im_,l (A) (donde im_,| indica la variacién de m_,);
yeren Y y ] y

del teorema anterior, el teorema 4 de (3] y Iv.13.22. de (14] se de-

duce que

2.3. Teorema: Si T : C{XK,E) — F es un operador incondicionalmente
convergente, entonces su medida asociada m verifica:
i) m(g) cL(E,F)
ii) m(A) : E — F es incondicionalmente convergente para todo
AE X

iii) existe una medida positiva Aercabv(f) tal que



1im ®W(A) = O.
A(AY-¥o

3. Compactos metrizables y compactos dispersos.

Una clase amplia de compactos con la que trabajaremos a lo lar-
go de la memoria es la de los compactos dispersos, cuya definicidn y

propiedades son las siguientes (ver [36] secciones 8.5 y 8.6 )

3.1. Definicibn: Un compacto Hausdorff es disperso si todo subconjun

to suyo no vacio tiene algun punto aislado.

3.2. Proposicibn:

a) Si K es la imagen por una aplicacidn continua de un compacto
disperso, entonces K es disperso.
b) Si K es un compacto no disperso entonces existe una aplica-

'cién continua y sobre : K —— [0,1].

Ejemplos de compactos dispersos son todos los ordinales compac-
tos (cuando consideramos los ordinales como espacios topoldgicos con
la topologia del orden). Pero no se reducen solamente a éstos ya que
existen compactos dispersos que no son homeomorfos a ningin ordinal
(ver 8.6.11.(C) de [36]). Sin embargo para el caso metrizable el teo
rema de Mazurkiewicz-Sierpinski (8.6.10. de [ 36]) y otros resultados
conocidos, nos aseguran que la clase de los compactos dispersos y la
clase de los ordinales compactos coinciden. En concreto se tiene &1

siguiente resultado



3.3. Teorema: Sea K un compacto Hausdorff. Entonces son equivalen -
tes:

a) K es contable

b)Y K es disperso y metrizable

c) K es homeomorfo a un ordinal compacto contable.

Al abordar el estudio de los espacios C(K) y C({K,E) es natural
comenzar por una clase sencilla de compactos K como es la de los com
pactos metrizables. Para estos compactos Miljutin (ver 21.5.10. de

£36]) obtuvo el siguiente sorprendente resultado

3.4. Teorema (Miljutin): Si K es un compacto metrizable no contable,

entonces C(K) es isomorfo a C(f0,11).

Los dos teoremas anteriores permiten dividir los espacios C(K)
con K metrizable, en dos grandes bloques:
- los C(K) con K metrizable no contable
- los C(K) con K metrizable y contable
Los primeros, por el teorema de Miljutin, son todos isomorfos a
c({0,11); en cambio Bessaga y Pelczynski demostraron en [5] que los
segundos se dividen en ﬂa clases isomorfas distintas.
Todo esto unido al hecho de que si C(K1) y C(Kz) son isomorfos
entonces C(K ,E) y C(K2,E) también lo son (ver 21.5.1. de [36]) nos

proporciona el siguiente teorema

3.5.Teorema: Sea E un espacio de Banach y sea K un compacto metriza-
ble. Entonces se verifica una de las dos condiciones excluyentes si-
guientes:

a) C(K,E) es isomorfo a C([0,1],E)

b) K es un compacto disperso.
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CAPITULO IT

La mayoria de las propiedades del espacio C(K,E) que tratamos
en este trabajo se pueden estudiar a través de los operadores defi-
nidos en é1.

Comenzamos por ello cdmprobando que buenas propiedades de los
operadores definidos en C(K,E) se siguen conservando al extenderlos
a B(¥,E). Esto nos proporcionard una herramienta de gran utilidad
en los prdximos capitulos.

Perc en primer lugar necesitamos conocer algunas cuestiones re

lacionadas con la convergencia débil en C(K,E) y B(I,E).

4. Convergencia débil en C(K,E) y B(E,E)

Es conocido el siguiente teorema

4.1, Teorema [13]: Una sucesidn acotada (*n)c:C(K.E) converge a ce-

ro débilmente en C(K,E) si y sdlo si (¢n(t)) coriverge a cero débil-

mente en E para todc t€K.

Una caracterizacién andloga a la anterior para el espacio
B(¥,E) no es cierta, ni siquiera en el caso en que E sea el cuerpo

escalar, como nos muestra el siguiente ejemplo:

Consideremos la sucesidn (xn)=((x;)m)c E” definida por

n 1 si m»n
X = R
m 0O s1 m«¢n

{Obsérvese que £ es B(E) con £ la 6-algebra de las partes de W)



11

. o -
Sea M el subespacio de P formado por las sucesiones convergen-

tes. Definimos <T:M— R por t((xm)) =1im X Entonces TEM' y
por el teorema de Hahn-Banach existe 3T€(l°)' tal que %‘M =1.

. . n :
La sucesidén acotada (x )eMe £© converge a cero puntualmente pe

Ly n
ro no converge a cero débilmente ya que ¢ x T > =1 para todo neEN.

Aunque no conocemos una buena caracterizacidn de la convergen -
cia débil en B(%,E) vamos a ver que, bajo ciertas condiciones, pode-
mos asegurar que la imagen por un operador, de una sucesién débilmen

te puntualmente convergente en B(E,E) es débilmente convergente.

Sea K un compacto Hausdorff y ¥ 1la g-algebra de Borel de K. Da
do un operador T :C(K,E) ——F, si su medida asociada "m" toma

valores en L(E,F), podemos extenderlo de forma natural a B(Z,E) por
"}"((F) = J ¢ dm para todo @E€B(ZL,E).
K

Como m tiene semivariacidn finita es claro que T:B(E,E) —> F es

. 2 ~ ~
continuo y ademas BTN =W(x).

Debido a la condicién (vi) del teorema 2.1. el operador T asi
definido nc es mas que la restriccidén a B(Z,E) de T" (el operador bi

traspuesto de T).

4.2. Teorema: Sea E un espacio de Banach tal que E' es separable.
Sea T : C(K,E) —> F un operador incondicionalmente convergente y sea

T‘zT",B(Z.E) :B(£,E) — F su extensién a B(Z,E). Entonces si (?n)

es una sucesién acotada en B(Z,E) que converge a cero débilmente pun

tualmente, (T(?n)) converge a cero débilmente en F.
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Demostracién: Por 2.3. la medida "m" asociada a T verifica:
i) m(%¥) c L(E,F)

ii) existe una medida positiva Aercabv(z) tal que A&im M(A) = 0.
)20

Sea M una cota de (?5)’ sea y'€B(F') y sea £>0. Por (ii) existe

3 > o tal que

(1) mA) < 3%; VAEX con A(A)<¢ S .

Como (?n) converge a cerc débilmente puntualmente y E' es sepa-
rable, por una versién débil del teorema de Egoroff (ver [40] V. Pro

posicidén 1), existe Aoez tal que A(Ao)< § y tal que
(2) (q%) converge a cero débilmente uniformemente en A;.

Por otra parte my, : Z — E' es absolutamente continua res-
pecto de A y como E' tiene la propiedad de Radon-Nikodym existe

f Glf(l,E') tal que

m_,(A) = j

£ dx VAE I,
oy A o

y por ello
d =]‘< LE> d) ¥ PEB(X,E) .
J; ¢ dm_, . ¢ pEB(X
Sea g= i=z1 xAixi € S(%,E) tal que

S bece) - gedl d) <« £,
K imMm

Por (2) existe noena tal que

c .
|<(fn(t).xi)|< VtEA , 1<igr, ¥npn..

£
3T AK)

Con lo cual si n;nO se tiene
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I(rl“(fn),}">| = lfk(f’ndmy" £ IJ.A fn dmy" * IIAf‘(n dmy.‘ [<

¢in,l(a) ‘IAc('f’n(t),f(t)) ar| ¢

N
wim

+ ”Aiufn(t),g(t)) d,\| +

. ’L<cfn(t),f(t)-g(t)> al ¢

€ «
< < r L@ (t),x!>]| dA Mif-
3+ i=4 IA;”A:I 'fn( ) &1 I + l glig
r
£ £ ¢ €
SRR R UL S

5. Propiedades de la extensidén de operadores definidos en C(K,E)

Como hemos dicho en la seccidn anterior, si K es un compacto
Hausdorff y ¥ es la @¢-jlgebra de Borel de K, todo operador

T:C(K,E) — F cuya medida asociada m verifique que m(%¥) cL(E,F),

se puede extender de forma natural a B(£,E) por

%(«r) =I ¢ dm V¢ EB(Z,E).
K

Uno puede preguntarse si las propiedades del operador T las tie
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A A ~ r
ne también su extensidon T. En esta linea Batt y Berg demostraron en

[3, teorema 6] 1o siguiente

5.1. Teorema [3] : Un operador T: C(K,E) —— F es débilmente compac

~
to si y sb6lo si su extensidn T‘:T"!B(i £) :B(&,E) —> F es débii-
,

mente compacto.

Nosotros vamos a ver que en el caso en que K sea metrizable hay
también otras propiedades de T que se mantienen al extenderlo a
B(I,E).

Para ello utilizaremos el teorema de extensidn de Borsuk-Dugund

ji (36, 21.1.4.]

5.2. Teorema (Borsuk-bDugundji): Sea KO un subconjunto cerrado no va-
cio de un compacto metrizable K y sea E un espacio de Banach. Enton-
ces existe un operador extensidén § :C(KO,E) — C(K,E) con lsli=1
tal que

a) S(¢){t)=¢(t) para todo t€K .y todo 4EC(K ,E)

b) Para cada ¢€C(KO,E) los valores que toma S(¢) pertene-

cen a la envoltura convexa de *(Ko).

5.3. Lema: Sea A una medida finita y positiva del espacio rcabv(f),
sea YeS(L,E) y sea §>0. Entonces existe un compacto K, c K tal que

X(K\Ko)<$' y ?|Ko (la restriccidén de ¥ a KO) es continua.

r
con (Ai%ilc £ disjuntos y UA, =K.

r
Demostracién:’ Sea "¥= L X
=y 1

X.
=4 Ai 1

Por ser A regular y acotada, para cada 1<i¢r existe un compacto
L4

NK, . 1 i6 VK,. K e
K;€ A; tal que X(A1 K;) < §/r . Llamemos K, a la unién U K« K es

un subconjunto compacto de K,
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P

l(K\K0)= ’\(ngi\:gKi) = )\(;:L{(Ai\l(i)) = L AANK) <8,

[ €3

e

y Y‘K es continua pues KO es unidén finita de compactos disjuntos
e}

en cada uno de los cuales ?‘K es constante.
[¢]

5.4. Teorema: Sea K un compacto metrizable. Entonces un operador
T:C(K,E) —> F es incondicioenalmente convergente si y sdlo si su

extensidén T = TnlB(Z E) :B(E,E) — F es incondicionalmente con-
?

vergente.

Demostracidn: Una implicacién es clara.

Supongamos que T : C(K,E) —> F es incondicionalmente convergen-
te; entonces, por 2.3., su medida asociada "m" toma valores en L(E,F)
y existe una medida finita y positiva A€ rcabv(gf) tal que

(1) 1im TW(A) = 0

Ao

Supongamos que T : B(£,E) — F no es incondicionalmente con -
vergente; entonces, teniendec en cuenta que S(£,E) es denso en B(£,E)
existe una serie débilmente incondicionalmente convergente en S(Z,E)
tal que su imagen no converge incondicionalmente, o lo que es equi-
valente segin la caracterizacidén dada en la pag. 2, existe £>0 y

existe una sucesibdn (fn)c S(L£,E) tal que

2) T, es débilmente incondicionalmente convergente en
B(£.,E), y

(3) N7 ol> e VNEN .

Al ser £ ?n débilmente incondicionalmente convergente existe
M> 0 tal que
g .
(4) ll“:.; h | ¢ M para todo e?f(lN )
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Por (1) existe §>0 (§S<MK)) tal que

(5)  M(A) ¢ 4_‘;4_ para todo AEZ con MA)<¢$S

Utilizando ahora el lema anterior tenemos que, para cada nEN,

existe un compacto Knc K tal que
A 5 i
(KNK ) < e y \"nlkn es continua

oo
sea X = MNK ; entonces
(e} ne n

™

i) K, es un compacto contenido en K

(-] 0o [~ -
1) MK\K)) = A(K\Q,Kn) = A('}:{(K\Kn)) < £ )«(K\Kn) <

n=4

14 cf .i. = S

n=t 27
con 1o cual )‘(KO)= )‘(K\(K\KO))= AK) - )\(K\KO) »MK)-§ >0
y por tanto KO#Q) .
iii) Para cada n€EWN 1la aplicacién *n:‘f’anO €C(KO,E) ya que
‘K‘Ocv Kn ‘yr ‘f:n“Kvn’es continﬁa; - |

> a . » - -
iv) La serie z;*n es débilmente incondicionalmente conver-
ne

gente en C(KO,E) pues si GSG?,(]N)

L2 40 = e 1 Ze,(00 = sup N E 0 (ON < Z gy hem.

up

€K,
Como K es metrizable y KO es no vacio el teorema de Borsuk-

pugundji (5.2.) nos asegura la existencia de un operador extensién

de norma 1: .S :C(KO,E) — C(K,E), tal que S((‘,)‘Ko: + para Ca-

da ¢e€ C(K_+E) -
Por ser T incondicionalmente convergente, TeS : C(KO,E) —3 F es
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incondicionalmente convergente.
Sin embargo la imagen por TeS de la serie Zién no converge ya

que, para cada n€NN

bres (g b= gl = U s anf = If ppam + | s an]
K :

JMK’\(’ndmu - lljkcs(q:n)dml >
> 1] g ol - Ilj g aml - |l j St ) am |
Ahora bien, por (3) I]k paanll = NFep > e;
por (4), (5) y (ii)
! [kgnpn am I €0 K < £/y
y ||j s<¢ yamll € Nscg N (kS ¢ NP NRKE) < €4
Por tanto, para cada n€WN
Wres Ol 2 .Il ]kvn an || - | ‘kgy'ndm -\ Jkgs(c}»n) anll > e-£.g. ¢

y esto contradice que TeS sea incondicionalmente convergente.

~
Por tanto T : B(£,E) —> F es incondicionalmente convergente.

5.5. Teorema: Sea K un compacto metrizable. Entonces un operador
T :C(K,E) —> F transforma sucesiones débilmente de Cauchy en suce-
siones débilmente convergentes si y s6lo si su extensidén

¥ :TulB(Z £) :B(Z,E) —>3 F tansforma sucesiones débilmente de Cau-~

chy en sucesiones débilmente convergentes.
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Demostracidn: Una implicacibn es evidente.

Supongamos que T :C(K,E) —3 F transforma sucesiones débil-
mente de Cauchy en débilmente convergentes; entonces T es incondicig
nalmente convergente y, por 2.3., su medida asociada '"m" toma valo -
res en L(E,F) y existe una medida finita y positiva )€ rcabv(g) tal
que

(1) 1im W(A) = 0O
AA) 20

Sea (q;) una sucesidn contenida en la bola unidad de S$(£,E) que

es débilmente de Cauchy; y supongamos que (*(fh)) no converge débil-
mente en F.

Como (¥(fh)) es débilmente de Cauchy en F, existe y"€F" tal que
(¥(fn)) converge a y" 6(F",F'); tenemos asi que y" €F"\F.

El teorema de complecidén de Grothendieck nos dice que una for-
ma lineal definida en el dual de un Banach es débil" continua si y
sblo si su restriccidn a la bola unidad cerrada es débil* continua
(ver p.e. 3.11.4. del212). o )

Por tanto, como y":F' — IR no es 6(F',F)-continua, existe una
red (X;)qer c B(F') que converge a cero 6(F',F), y existe €50 tal
que

(2)  leyy.,y"s| > e vaefl.
Por (1) existe 3>0 ( & ¢ A(K)) tal que
(3) M(A) < &/g para todo A€Y con A(A)<§

Utilizando el lema 5.3. y de forma analoga a como hicimos en 1la
demostracién anterior tenemos que existe un compacto KOC.K que ve-
rifica

i) K, es no vacio y A(K;) ¢ 8

ii) para cada nelN 1la aplicacién *B sz‘K K, —™E
o
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es continua.

Como (7n) es puntualmente débilmente de Cauchy, 1o mismo le
ocurre a la sucesidn (*n); y de 4.1 se deduce que (¢n) es débilmente
de Cauchy en C(KO.E).

El teorema 5.2. nos asegura la existencia de un operador exten-
sién s :C(KO,E) — C(K,E), que es una isometria sobre su imagen.

Con lo cual (T%S(én)) converge débilmente en F a un cierto yeF.

Ahora bien, como (y!') converge a cero 0(F',F) , existe w,ef

) ® ‘el
tal que

|<y’yd:)' < G/G vu)"‘o
Sea oy of,, entonces existe néEIN tal que
<T@ -y" ya>| < £/f¢
y I<Tes (§,) -y, yi >l < €/e
y asi tenemos que

ley", vy >l ¢ ley" =Tl ) >l + 1eTlg) -Tes (¢ . vi>] +

+

[<Tos (§ ) =y 7> + Jeyyai>] ¢

€3 Lyt T (PN < §+Hk o im- [ 5,) an]

fi

£ gk:(cfn-sqnndm“ ¢ fr2fi) e £42 2 £

es decir, | ¢y",yl>| ¢ 3Z'€_ ¥eo > ol, ; pero esto contradice (2).

Luego (¥(?n)) converge débilmente en F.
Por tanto, teniendo en cuenta que S(Z,E) es denso en B{(Z,E),
T:B(3,E) —> F transforma sucesiones débilmente de Cauchy en débil-

mente convergentes.
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5.6. Teorema: Sea K un compacto metrizable. Entonces un operador
T : C{(K,E) —>3 F transforma sucesiones débilmente convergentes en
sucesiones convergentes en norma si y sbélo si su extensidn

?::T"‘B(z £) :B(X£,E) —> F transforma sucesiones débilmente conver-

gentes en sucesiones convergentes en norma.

Demostracidn: Una implicacidén es obvia.

Supongamos que T :C(K,E} —— F transforma sucesiones débil -
mente convergentes en sucesiones convergentes; entonces T es incondi
cionalmente convergente y, por 2.3., su medida asociada 'm" toma
valores en L{E,F) y existe una medida finita y positiva A €rcabv(¥)
tal que

(1) 1im W(A) =0
AAY >0

Sea (*h) una sucesidn contenida en la bola unidad de S(f,E) que
converge a cero débilmente. Si suponemos que (%(pn)) no convergde a
cero en norma, entonces existe £>0 y existe una subsucesidn de
{g,) (que notamos igual) tal que

~
@) 1T > e vnew.

Por (1) existe 8>0 ($<A(Kk)) tal que
(3) M(A) < €4 para todo A€ZX con A(A)<§
Por el lema 5.3. y razonando andlogamente a como hicimos en la
demostracién de 5.4., tenemos queexiste un compacto kK ¢ K. tal que
i) Kk, es no vacio y A(Ké) < §
ii) para cada n€WN, la aplicacién #n = fn‘KO: K,—+ E es
continua.
Como (Yk) converge a cero débilmente puntualmente, de 4.1. se
deduce que (¢n) converge a cero débilmente en C(KO,E).
Sea S :C(KO,E) —> C(K,E) un operador extensidn que es una

isometria sobre su imagen, cuya existencia tenemos asegurada por

)

!
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5.2.. Entonces (TeS (tkn)) converge a cero en norma. Por tanto existe

nOSJN tal que

s ¢4 )l < /3 ¥n)ng

Con lo cual, para cada n)n

K Fg )l € NTep)-Tos () + I Tos(d ) 0 <
< -
I lk \p,, dm- ’k s(¢)am || + £ -

= | ]kc(fn—s(fn)) dm n +

£

(210

521?1’(1(8)+3£ < 2 +

Olm
wim
H

N
wim

pero esto contradice (2).

~
Luego (T(fn)) converge a cero en norma y por tanto, gracias a

la densidad de S{(£,E) en B(Z,E), T transforma sucesiones débil-

mente convergentes en sucesiones convergentes.





