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Pelczynski, que junto con Bessaga, Szlenk y otros, consigne otro gran 
avance en el conocimiento de los espacios C(K). En 1962 axiomatiza 
otra de las propiedades de estos espacios, que se puede définir tam- 
bién en términos de los operadores definidos en el espacio: la propie 
dad V. Y très ahos mas tarde publica junto con Szlenk un articule que 
contribuyô decisivamente a caracterizar cuândo un C(K) verifica que 
todos sus subespacios cerrados tienen la propiedad de Dunford-Pettis 
(es decir, cuândo un C(K) es hereditariamente Dunford-Pettis).

Poco después, siguiendo la tendencia natural de extender al ca- 
so vectorial los resultados obtenidos en el caso escalar, se comien- 
za a estudiar el espacio C(K,E).

Podemos decir que los primeros pasos en esta direcciôn respecto 
al tipo de propiedades citadas, los dan Singer y Dinculeanu al obte- 
ner una representaciôn integral de los operadores definidos en C(K,E) 
que generaliza el teorema de Riesz

A partir de este resultado se hacen intentos, a finales de los 
ahos 60 y principio de los 70, de traducir las propiedades de los 
operadores (como "ser débilmente compacte", "ser incondicionalmente 
convergente",...) en propiedades de las medidas que los representan. 
Autores que han trabajado en ello han sido Batt y Berg, Dobrakov, 
Brooks, Dinculeanu y, recientemente, Fierro. Se consiguen condicio - 
nés necesarias y algunas suficientes, pero caracterizaciones généra­
les sôlo en casos muy particulares.

Uno de los problemas que mas interés ha despertado en el estudio 
del espacio C(K,E) y de otros espacios de funciones vectoriales, res 
ponde al siguiente planteamiento:

(*) Pues C(K,E) tendrâ alguna de esas propiedades segûn cômo 
sean los operadores definidos en él.



Si P es una de las propiedades citadas anteriormente, les 
cierto que

(1) "C(K,E) tiene la propiedad P si y sôlo si C(K) y E
la tienen"?

En concrete, si se trata de una propiedad que poseen todoè 
los C(K) ôes cierto que

(2) "C(K,E) tiene la propiedad P si y sôlo si E la tiene"?

Y, naturalmente, en el caso en que (1) ô (2) no sean ciertos en gene 
ral, el problema que se plantea es el de determinar para que clases 
de espacios (K y E) son ciertos.

En este sentido una de las propiedades mas tratadas ha sido la 
propiedad de Dunford-Pettis. La dificultad de obtener respuestas ge­
nerates se pone de manifiesto al comprobar que hasta el momento sôlo 
se ha I imostrado que espacios E muy concretos que poseen la propiedad
de Dunford-Pettis verifican que C(K,E) también la tiene. Por ejemplo,
Bourgain [7] ha probado muy recientemente con técnicas bas tante so- 
fisticadas, que C(K,L̂ (yu.)) posee la propiedad de Dunford-Pettis.

La demostraciôn de que una respuesta afirmativa a (2) para esta 
propiedad en general no es cierta, la ha dado hace pocos meses Tala- 
grand en un artlculo aun no publicado C39], en el que construye un 
espacio de Banach 5 que tiene la propiedad de Dunford-Pettis y tal 
que C([0,l],la) no la tiene. Las buenas propiedades de este espacio ̂  
que iremos viendo a lo largo de la memoria (ver Nota 10.10.) hacen 
dificil conjeturar que condiciones se le han de imponer a K 6 a E pa 
ra que (2) tenga una respuesta afirmativa.

Un problema clâsico en la teorla de espacios de Banach es el de



determinar cuândo un espacio de Banach contiene un subespacio isomor 
fo a c^ 6 a ^ , y cuâl es la "posiciôn" de este subespacio. Desde ha 
ce algunos ahos se viene estudiando este tipo de problemas en espa - 
cios de funciones (ver [25,29,33,34]). En esta linea Peïczynski pro- 
bô que todo espacio C(K) infinito-dimensional contiene un subespacio 
isomorfo a c^, y hace muy poco E. y P. Saab han caracterizado cuândo 
C(K,E) contiene un subespacio complementado isomorfo a C .

Una gran parte de los resultados de esta memoria se sitùan en 
la linea de dar respuestas a (1) y (2) cuândo P es la propiedad de 
Dunford-Pettis, la propiedad reciproca de Dunford-Pettis, la propie­
dad de Dieudonné, la propiedad V y "ser hereditariamente Dunford-Pet 
tis".

Asimismo abordamos también el problema de determinar cuândo 
C(K,E) contiene algûn subespacio isomorfo a 6̂  y cuândo contiene a 

como complementado.

A continuaciôn pasamos a comentar brevemente el contenido de la 
présente memoria. La hemos dividido en quince secciones, distribui - 
das en seis capitules y un apéndice.

En el capitule I establecemos las notaciones y recogemos los re 
sultados bâsicos de la teoria general de espacios de Banach y del es 
pacio C(K,E) que utilizamos a lo largo de la memoria. Por razones de 
brevedad hemos recogido solamente los resultados fundamentales que 
necesitamos. Para mayor informaciôn pueden consultarse por ejemplo 
los libres de Dinculeanu, Dunford-Schwartz, Lindenstrauss-Tzafrlri y 
Semadeni (ver bibliografia).

En el capitule II estudiamos algunas cuestiones sobre la con-



vergencia débil en B(E,E); y demostramos que algunas propiedades de 
los operadores definidos en C(K,E), como "ser incondicionalmente con 
vergente", "transformar sucesiones débilmente de Cauchy en sucesio- 
nes débilmente convergentes" y "transformar sucesiones débilmente 
convergentes en sucesiones convergentes", se siguen conservando al 
extenderlos a B(r,E). Esto nos proporcionarâ una herramienta muy util 
para los capitulos III y IV.

En el capitule III demostramos que (2) es vâlido para una clase 
amplia de compactes K, cuândo P es cualquiera de las très propieda­
des definidas por Grothendieck citadas al principio; y que el proble 
ma general se puede reducir a K=[0,1]. En concrete probamos que

"Si K es un compacte disperse entonces C(K,E) tiene la pro­
piedad de Dunford-Pettis, la propiedad reciproca de Dunford - 
Pettis o la propiedad de Dieudonné si y sôlo si E la tiene".

y que

"C(K,E) tiene una de las très propiedades anteriores para 
todo compacte K si y sôlo si C([0,1J,E) la tiene".

También estudiamos algunas de las propiedades del espacio cons- 
truido por Talagrand. Y, por ultime, probamos que si imponemos algu- 
nas condiciones restrictivas a E (tener base incondicional reductora, 
o tener E' y E" la propiedad de Radon-Nikodym) C(K,E) tiene la pro­
piedad reciproca de Dunford-Pettis y la propiedad de Dieudonné para 
todo compacte K.

En el capitule IV tratamos el problema de determinar cuândo el 
espacio C(K,E) es hereditariamente Dunford-Pettis y cuândo tiene la 
propiedad V. Propiedades que fueron estudiadas por Pelczynski en el



caso escalar.
Damos una caracterizacion de cuândo C(K,E) es hereditariamente 

Dunford-Pettis; y comprobamos, a traves de ella, que la mayoria de 
los espacios E hereditariamente Dunford-Pettis conocidos verifican 
que C(K,E) es hereditariamente Dunford-Pettis cuando C(K) lo es.

En cuanto a la propiedad V Pelczynski conjeturô en [28] que se 
verificaria que

C(K,E) tiene la propiedad V si y sôlo si E la tiene.

Nosotros probamos que si E tiene base incondicional entonces la con- 
jetura de PeZczynski es cierta. Y como consecuencia de ello podemos 
ampliar la clase de los espacios E conocidos hasta ahora que son dé­
bilmente secuencialmente completes y verifican que también
es débilmente secuencialmente complète (pues este problema estâ Inti 
mamente ligado al de determinar cuândo C(K,E) tiene la propiedad V).

Al finalizar el capitule hacemos notar que a partir de algunos 
resultados obtenidos anteriormente, los ejemplos de Hagler y de Bour 
gain y Delbaen permiten dar una respuesta negativa a una pregunta 
planteada por Pelczynski en [28].

En el capitule V caracterizamos cuândo C(K,E) contiene un subes 
pacio isomorfo a ê.*" y cuândo contiene un subespacio complementado iso 
morfo a c^. Respecto a esto ultime probamos en concrete que si K es 
infinite y E es de dimensiôn infinita entonces C(K,E) contiene siem- 
pre un subespacio complementado isomorfo a c^ (aûn en el caso en que 
ni C(K) ni E lo contengan como complementado). Este resultado se sé­
para sustancialmente de los obtenidos hasta ahora en esta linea para 
espacios de funciones vectoriales (ver [25,33,34] ) . Como consecuen­
cia inmediata del resultado citado se obtiene un teorema probado re­
cientemente por Khurana [24] que caracteriza cuândo C(K,E) es un es- 
pacio de Grothendieck.



En el capitule VI estudiamos cuândo la suma directa en el senti
p “

do de c^ y de t (1< P < oo ) de una sucesiôn de espacios de Banach, 
posee alguna de las propiedades tratadas en los capitulos III y IV.

Digamos por ultimo que los resultados y las técnicas desarrolla 
das a lo largo de la memoria nos permiten dar varies resultados so - 
bre las propiedades de los operadores definidos en C(K,E). Estos re­
sultados ios recogemos en un apéndice. Se sitùan en la linea de e x ­
tender al caso vectorial los teoremas de Grothendieck y Pelczynski 
sobre los operadores débilmente compactes definidos en C(K).





CAPITULO I

Este capitule esta dedicado a establecer las notaciones funda - 
mentaies que utilizaremos en esta memoria, y a recoger los résulta - 
dos bâsicos de la teoria general de espacios de Banach y del espacio 
C(K,E) que necesitaremos mas adelante.

1. Notaciones y algunos resultados bâsicos de la teoria general 
de espacios de Banach.

A lo largo de la memoria E y F serân siempre espacios de Banach 
(que supondremos por comodidad reales) y K serâ un compacto Hausdorff, 
Supondremos, salvo indicaciôn expresa, que E y F son espacios no tri 
viales y que K es no vacio.

B(E) indica la bola unidad cerrada de E, y E ' el dual topolôgi- 
co de E.

Si A CE, [A] es el subespacio vectorial engendrado por A.
Denotamos por C(K,E) al espacio de Banach de las funciones con­

tinuas de K en E con la norma del supremo.
Si Z es una «'-âlgebra de subconjuntos de un cierto conjunto XL , 

S(Z,E) indica el espacio de las funciones I-simples definidas en il y 
con valores en E; B(I ,E) es el espacio de las funciones de il en E 
que se pueden aproximar uniformemente por funciones de S(E,E). Ambos 
espacios, S(E,E) y B(E,E), los consideramos dotados de la norma del 
supremo. Es fâcil comprobar que B(Ï,E) con esta norma es un espacio 
de Banach; y, por la propia definicion, es claro que S(I,E) es den - 
so en B(r,E).

Si E es el cuerpo escalar 1? notâmes simplemente por C(K), S(E) 
y B(Z) a los espacios anteriores.



Si (il,2,^) es un espacio de medida finita, (yi,E) es el espa
cio de Banach de las funciones de il en E que son integrables Bochner
con la norma usual.

Como es habituai y (para 1$p4«>) denotan los espacios de 
sucesiones clâsicos.

Al espacio de las sucesiones convergentes a cero en E dotado de 
la norma del supremo lo désignâmes por c^(E).

A continuaciôn pasamos a définir y enumerar algunos resultados 
sobre series, operadores y bases de Schauder, que tratan de recoger 
lo fundamental de estos temas que utilizamos en la memoria; y pueden
verse por ejemplo en [l3, 22, 26 y 28].

Series : Se dice que una serie de elementos de E es incondi
cionalmente convergente si toda subserie suya converge. Se dice que 
es débilmente incondicionalmente convergente si Z |<x^ ,x'>| <+«> pa­
ra cada X •SE'.

Una serie es débilmente incondicionalmente convergente en
E si y sôlo si ei conjunto { X, x :<re^(]N)} estâ acotado

ne r n r

( (]N) indica el conjunto de todas las partes finitas de U ) .

Operadores: Por un operador entre E y F entendemos una aplica - 
ciôn lineal y continua de E en F . Al conjunto de todos los operado­
res entre E y F lo désignâmes por L(E,F) • Si TGL(E,F) indicamos por 
T ' a su traspuesto.

Un operador es débilmente compacto si transforma conjuntos aco- 
tados en conjuntos débilmente relativamente compactes.

Un operador es incondicionalmente convergente si transforma se­
ries débilmente incondicionalmente convergentes en series incondicio 
nalmente convergentes. Ejemplos de operadores incondicionalmente con



vergentes son los siguientes;
- los operadores débilmente compactes;
- los operadores que transforman sucesiones débilmente conver 

gentes en sucesiones convergentes en norma;
- los operadores que transforman sucesiones débilmente de 

Cauchy en sucesiones débilmente convergentes.

Bases de Schauder: Una sucesiôn (e^) en un espacio de Banach E 
se llama base de Schauder de E si para cada xEE existe una ûnica su­
cesiôn de escalares (a^) tal que x=Ea^e^.

Una base de Schauder (e^) de E se dice que es base incondicio­
nal si la serie la e converge incondicionalmente para cada

x= E a e GE. rtîi n n
Las bases incondicionales se pueden caracterizar de la siguien­

te manera:
"Una sucesiôn (e^) es base incondicional de E si y sôlo si ve­

rifica las très condiciones siguientes:
i) para todo nGlN ,

ii) E=[(e^)] ,
iii) existe una constante M>0 tal que, para cada sucesiôn de 

escalares (a^) y cada par de subconjuntos finitos de IN , <r y C  
con cr c «■'

Una sucesiôn (e^) que es base de Schauder del espacio vectorial

cerrado engendrado por ella, C(e^)J, se llama sucesiôn bâsica.
Dos bases de Schauder, (x^) de E e (y^) de F, se dice que son 

équivalentes -si existen dos constantes positivas c y C taies que, pa 
ra cada rGIN y cada sucesiôn finita de escalares (an o»i



 ̂ L f V n l l  '

Es claro que si (x ) e (y ) son équivalentes, la aplicacion
x= ZT a x — *■ y= [ a y define un isomorfismo entre E y F.i\*i n n n*i n n

Una base de Shauder (x^) se llama normalizada si Nx̂ ll =1 para to
do nSIN . Si (x^) es base de Schauder de E existe siempre una norma
équivalente en E respecto de la cual (x^) es una base de Schauder
normalizada.

Si (x^) es base de Schauder de E se definen las proyecciones 

P :E * E por P ( Z  a.x.) = E a.x. , para cada nEIN . Se verifican n (g, 1 1 1 J-

que sup II P IU+-«?.n* nJ ^
En el caso en que (x^) sea base incondicional se pueden définir 

también las proyecciones P̂. :E ► E para cada subconjunto arbitrario
OO

<r de ]N , por ( Z a.x.) = E a x. .
t » I 1 1  \f.f 1 1

Si (x^) es base de Schauder de E se definen los funcionales aso
ciadoS (x')CE' por <x ,x’>=S para todo n,mGJN . Observemos que en-n m n nm

o»tonces x= Z  <x,x’>x para todo xEE. nsi n n
Una base de Schauder se llama reductora si la sucesiôn de sus

funcionales asociados (x')cE' es base de Schauder de E ' . El nombren
de reductora se debe al siguiente resultado:

" (x^) es base reductora de E si y sôlo si, para cada x'GE',

la norma de x 

ro cuando n—

' 1 rT (restricciôn de x ' a [(x . )T̂  ] ) tiende a ce

Por ultimo hemos de recordar dos caracterizaciones importantes 
de Bessaga-Pelczynski y Rosenthal sobre los espacios de Banach que



contienen a ô a 6̂  (ver [26] pâgs. 98 y 99)

1.1. Teorema (Bessaga-Pelczynski): Un espacio de Banach E no contie­
ne ningûn subespacio isomorfo a c^ si y sôlo si toda serie débilmen­
te incondicionalmente convergente en E converge incondicionalmente.

1.2. Teorema (Rosenthal): Un espacio de Banach E no contiene ningûn 
subespacio isomorfo a 0̂  si y sôlo si toda sucesiôn acotada en E po­
see una subsucesiôn débilmente de Cauchy.

2. Representaciôn de operadores definidos en C(K,E).

Sea K un compacto Hausdorff, Z la <r-âlgebra de Borel de K y E y 
F espacios de Banach. Al espacio de Banach de las medidas regulares 
contablemente aditivas y de variaciôn acotada de £ en E, dotado de 
la norma de la variaciôn total, lo denotamos por rcabv(E,E); si E es 
K  simplemente por rcabv(£).

Es bien conocido que la aplicaciôn que a cada ytErcabv(Z,E ') le 
hace corresponder el elemento r^€C(K,E)' definido por

l^(^) = J d^ para todo <|>ec(K,E), donde la integral estâ tomada

en el sentido de [il], establece un isomorfismo isométrico entre el 
dual de C(K,E) y el espacio rcabv(r,E').

Si m: E — > L(E,F") es una funciôn de conjunto finitamente aditi 
va, para cada AG Z se define la semivariaciôn de A de la siguiente 
manera

m(A) = sup 11 Zm(A^) (x̂ )ll



donde el supremo se toma entre todas las colecciones finitas de 
conjuntos disjuntos A^e I , A^cA, y de elementos x^eB(E) .

Se dice que m tiene semivariaciôn finita si m(K)< +«> . se dice
que m tiene semivariaciôn continua en Z (o semivariaciôn continua 
en 0) si lim m(A^) = 0 para cada sucesiôn (A^)c Z tal que A^\ 0

{es decir, para cada sucesiôn no creciente (A^)cE tal que O a^=0).

Para cada y'6F' se define la funciôn de conjunto finitamente 
aditi va m^, : I — > E ' por

cx.m^, (A) > = <m(A)(x),y'> para todo x6E y todo A6 Z ■

Se dice que m es débilmente regular si m^, es regular para todo
y'6F' .

El siguiente teorema de representaciôn de operadores se debe a 
Singer y Dinculeanu (ver p.e. [3] y [11] pâg. 182)

2.1. Teorema (Dinculeanu-Singer): Cada operador T : C(K,E) -- > F de
termina una ûnica funciôn de conjunto m : £ — > L(E,F") tal que :

i) m es finitamente aditiva y m( K) < + oo;
ii) m es débilmente regular;
iii) la aplicaciôn y'— » m̂ ,, de F ' en rcabv(r.E') es continua 

para las topologias *(F' ,F) de F ' y <T(C(K,E) ' ,C(K,E) ) de 
rcabv(£,E');

iv) T(^) = para todo ^6C(K,E) ;

v) Ht H = m(K); y
vi) T'(y') = m^, para todo y '6F'.

Reclprocamante, cada funciôn de conjunto m : Z — >>L(E,F") que 
verifica (i), (ii), y (iii) define por (iv) un operador 
T : C(K,E)  > F que cumple (v) y (vi).



La integral de (iv) del teorema anterior estâ tomada en el sen­
tido de C l l ] . En lo que sigue habrân de entenderse las intégrales 
que aparezcan tomadas siempre en este sentido.

Dado un operador T ; C(K,E)  > F llamamos "medida asociada a T"
a la funciôn de conjunto m, cuya existencia y unicidad asegura el 
teorema anterior.

A menudo buenas propiedades del operador T se traducen en bue­
nas propiedades de su medida asociada. Asi, Dobrakov en [13 , teore­
ma 3] obtiene el siguiente resultado:

2.2. Teorema [l3]: Si T :C(K,E) — » F es un operador incondicional­
mente convergente, entonces su medida asociada m verifica:

i) m(I) c L(E,F)
ii) m(A) : E — > F es incondicionalmente convergente para cada 

AS Z

iii) lim m( A^) = 0 para cada sucesiôn ( A^) c E tal que A^\0.

Teniendo en cuenta que, para cada AGI , 

m(A) = sup Im ,1 (A) (donde |m ,| indica la variaciôn de m ,);
yv 8(F) y y y

del teorema anterior, el teorema 4 de [3] y IV.13.22. de [I4j se de­
duce que

2.3- Teorema: Si T : C(K,E) — > F es un operador incondicionalmente 
convergente, entonces su medida asociada m verifica:

i) m(£)c L(E,F)
ii) m(A) : E — » F es incondicionalmente convergente para todo 

AG Z
iii) existe una medida positiva A Grcabv(£) tal que



lim m(A) = 0. 
1(A)-V<»

3. Compactos metrizables y compactos disperses.

Una clase amplia de compactos con la que trabajaremos a lo lar­
go de la memoria es la de los compactos disperses, cuya definicion y 
propiedades son las siguientes (ver [36] secciones 8.5 y 8.6 )

3.1. Definicion: Un compacto Hausdorff es disperse si todo subconjun
to suyo no vacio tiene algûn punto aislado.

3.2. Proposiciôn:
a) Si K es la imagen por una aplicaciôn continua de un compacto 

disperse, entonces K es disperse.
b) Si K es un compacto no disperse entonces existe una aplica- 

ciôh continua y sobre y>: K ——  ̂[0,1] .

Ejemplos de compactos disperses son todos los ordinales compac­
tos (cuando consideramos los ordinales como espacios topolôgicos con 
la topologia del orden). Pero no se reducen solamente a éstos ya que 
existen compactos disperses que no son homeomorfos a ningûn ordinal 
(ver 8.6.11.(C) de [36]). Sin embargo para el caso metrizable el teo 
rema de Mazurkiewicz-Sierpinski (8.6.10. de [36]) y otros resultados 
conocidos, nos aseguran que la clase de los compactos disperses y la 
clase de los ordinales compactos coinciden. En concrete se tiene él 
siguiente resultado



3.3- Teorema: Sea K un compacto Hausdorff. Entonces son équivalen­
tes :

a) K es contable
b) K es disperse y metrizable
c) K es homeomorfo a un ordinal compacto contable.

A1 abordar el estudio de los espacios C(K) y C(K,E) es natural 
comenzar por una clase sencilla de compactes K come es la de los com 
pactes metrizables. Para estes compactes Miljutin (ver 21.5.10. de 
C36]) obtuvo el siguiente sorprendente resultado

3.4 . Teorema (Miljutin): Si K es un compacto metrizable no contable, 
entonces C(K) es isomorfo a C(C0,11).

Los dos teoremas anteriores permiten dividir los espacios C(K) 
con K metrizable, en dos grandes bloques:

- los C(K) con K metrizable no contable
- los C(K) con K metrizable y contable

Los primeros, por el teorema de Miljutin, son todos isomorfos a 
C(Co,1]); en cambio Bessaga y Pelczynski demostraron en [5] que los 
segundos se dividen en clases isomorfas distintas.

Todo esto unido al hecho de que si C(K^) y C(K^) son isomorfos 
entonces C(K^,E) y C ( , E )  también lo son (ver 21.5.1. de [36]) nos 
proporciona el siguiente teorema

3.5.Teorema: Sea E un espacio de Banach y sea K un compacto metriza­
ble. Entonces se verifica una de las dos condiciones excluyentes si- 
guientes:

a) C(K,E) es isomorfo a C(C0,1J,E)
b) K es un compacto disperso.
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CAPITULO II

La mayorla de las propiedades del espacio C(K,E) que tratamos 
en este trabajo se pueden estudiar a través de los operadores defi- 
nidos en él.

Comenzamos por ello comprobando que buenas propiedades de los 
operadores definidos en C(K,E) se siguen conservando al extenderlos 
a B(Z,E). Esto nos proporcionarâ una herramienta de gran utilidad 
en los proximos capltulos.

Pero en primer lugar necesitamos conocer algunas cuestiones re 
lacionadas con la convergencia débil en C(K,E) y B(Z,E).

4. Convergencia débil en C(K,E) y B(r,E)

Es conocido el siguiente teorema

4.1. Teorema [13]: Una sucesiôn acotada (<̂ )̂ CC(K,E) converge a ce- 
ro débilmente en C(K,E) si y solo si converge a cero débil-
mente en E para todo tSK.

Una caracterizaciôn anâloga a la anterior para el espacio 
B(Z,E) no es cierta, ni siquiera en el caso en que E sea el cuerpo 
escalar, como nos muestra el siguiente ejemplo:

Consideremos la sucesiôn (x")=((x") )c C definida porm m
n _ f 1 si m»n 

1 0 si m < n
(Obsérvese que C* es B(r) con Z la ff-âlgebra de las partes de ]N )
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Sea M el subespacio de t formado por las sucesiones convergen­
tes. Definimos % ; M — ]R por t ) ) = lim x^ . Entonces T6M' y

por el teorema de Hahn-Banach existe tal que % |̂  = X.

La sucesiôn acotada (x")c M c (T converge a cero puntualmente pe 
ro no converge a cero débilmente ya que < x*̂, t > = 1 para todo nEU.

Aunque no conocemos una buena caracterizaciôn de la convergen - 
cia débil en B(][,E) vamos a ver que, bajo ciertas condiciones, pode- 
mos asegurar que la imagen por un operador, de una sucesiôn débilmen 
te puntualmente convergente en B(£,E) es débilmente convergente.

Sea K un compacto Hausdorff y Z la <r-âlgebra de Borel de K. Da
do un operador T : C(K,E) ----►F, si su medida asociada "m" toma
valores en L(E,F), podemos extenderlo de forma natural aB(Z,E) por

dm para todo ^6B(Z,E)

Como m tiene semivariaciôn finita es claro que T : B(I,E) — » F es 
continue y ademâs 0 T || = m(K) .

Debido a la condiciôn (vi) del teorema 2.1. el operador T asi 
definido no es mas que la restricciôn a B(Z,E) de T" (el operador bi 
traspuesto de T).

4.2. Teorema: Sea E un espacio de Banach tal que E ' es separable.
Sea T ; C(K,E) — > F un operador incondicionalmente convergente y sea 
T=T"| b (^ e ) ' ^ su extensiôn a B(Z»E). Entonces si (y^)

es una sucesiôn acotada en B(Z,E) que converge a cero débilmente pun 
tualmente,  ̂ converge a cero débilmente en F.



1 2

Demostracion: Por 2.3. la medida "m" asociada a T verifica;

i) m(E)C L(E,F)
ii) existe una medida positiva Aercabv(Z) tal que lim m(A) - o.

Sea M una cota de ), sea y'EB(F') y sea £>o. Por (ii) existe 
S > o tal que

(1) în(A) < —^  VA6 Z con A ( A ) < S  .3 M

Como (y»̂ ) converge a cero débilmente puntualmente y E' es sepa­
rable, por una version débil del teorema de Egoroff (ver [40] V. Pro 
posicion 1), existe A^EZ tal que S y tal que

(2) ((ĵ ) converge a cero débilmente uniformemente en A*.

Por otra parte m , : Z — >■ E ' es absolutamente continua res- 
pecto de A y como E ' tiene la propiedad de Radon-Nikodym existe 
f 6 L* ( A, E ' ) tal que

m ,(A) = f f dA VAE I ,
^  A

y por ello

tp dm^, = J <y,f>dA ¥^EB(Z.E) .

Sea g= Z  K  x! E S(Z,E) tal que 1*1 «• 1

\ llf(t)- g(t)H dA < -!L_
Jv 3 M

Por (2) existe n^EIN tal que

Con lo cual si n^n^ se tiene
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<T(l|.„),y>| . | { ^ f n % ' l  ^ I Tn % ■ !  + I L f n ^ ’l S

^Mlmy,|(A^) + I j  ̂̂  y^(t),f(t)> dX I 4

+ I j f( t)-g{t)> dX I ^

f Uf„(t),x!>| dX +M#f-gN (

5. Propiedades de la extensiôn de operadores definidos en C(K,E)

Como hemos dicho en la secciôn anterior, si K es un compacto 
Hausdorff y Z es la <r-algebra de Borel de K, todo operador
T : C(K,E) --->• F cuya medida asociada m verifique que m(Z) CL(E,F),
se puede extender de forma natural a B(£,E) por

T((p) = J <f dm V»pe B(Z,E)

Uno puede preguntarse si las propiedades del operador T las tie



14

ne también su extensiôn T. En esta linea Batt y Berg demostraron en 
C3, teorema 6 ] lo siguiente

5.1. Teorema [ 3] : Un operador T: C(K,E)  F es débilmente compac
to si y solo si su extensiôn ^ | B(I E) = B(I,E) ---> F es débil­

mente compacto.

Nosotros vamos a ver que en el caso en que K sea metrizable hay 
también otras propiedades de T que se mantienen al extenderlo a 
B(Î,E).

Para ello utilizaremos el teorema de extensiôn de Borsuk-Dugund 
ji [36, 21 .1 .4.J

5.2. Teorema (Borsuk-Dugundji): Sea un subconjunto cerrado no va- 
cîo de un compacto metrizable K y sea E un espacio de Banach. Enton­
ces exiî 
tal que
ces existe un operador extensiôn S :C(K^,E) -- > C(K,E) con Ils II - 1

a) S,(«j>) ( t )= 4( t ) para todo tSK^ y todo K^,E)

b) Para cada <|>ec(K^,E) los valores que toma S(^) pertene- 
cen a la envoltura convexa de <|>(K̂ ).

5.3. Lema: Sea A una medida finita y positiva del espacio rcabv(Z),
sea *fes(Z,E) y sea &>0. Entonces existe un compacto K^cK tal que
A(K\K^)<r y (la restricciôn de ^ a K^) es continua,

o
r *■Demostraciôn:’ Beà ZZ X, x. con (A.), c I dis juntos y UA. = K. ---------------  ' ut 1 1 «-̂1 Ut 1

Por ser A regular y acotada, para cada 1<i<r existe un compacto
K. c A . tal que X ( A K. ) < S/r . Llamemos K a la union VK.. K es I l  1 1  o î î l l O
un subconjunto compacto de K,
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A(K\K )= X ( U A . \  U K .)  = A{U( a. \ k . ) )  = IA(a.\k.) <S,
O t=l 1 U l  1 1 1 ' t-i 1 1

y Gs continua pues K es uniôn finita de compactes dis juntos
o

en cada uno de los cuales y e s  constante.
o

5.4. Teorema: Sea K un compacto metrizable. Entonces un operador
T : C(K,E) ---> F es incondicionalmente convergente si y solo si su
extension T= T" | : B ( E , E )   > F es incondicionalmente con­

vergente .

Demostraciôn: Una implicaciôn es clara-
Supongamos que T :C(K,E)  >F es incondicionalmente convergen­

te; entonces, por 2 .3., su medida asociada "m" toma valores en L(E,F) 
y existe una medida finita y positiva X 6 rcabv(Z) tal que

(1 ) lim m(A) = 0 
X(A)-+0

Supongamos que T : B(£,E) — > F no es incondicionalmente con­
vergente; entonces, teniendo en cuenta que S(£,E) es denso en B(£,E) 
existe una serie débilmente incondicionalmente convergente en S(r,E) 
tal que su imagen no converge incondicionalmente, o lo que es équi­
valente segûn la caracterizaciôn dada en la pâg. 2, existe e >0 y 
existe una sucesiôn (f^)cS(r,E) tal que

(2) T. es débilmente incondicionalmente convergente en

B(Z,E), y
(3) 11t («P^)||>6 VneiN .

Al ser Z débilmente incondicionalmente convergente existe 
M > 0 tal que

(4) Il E Y II ^ M para todo f  € M ).' n " r
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Por (1) existe [>0 ( S < A( K) ) tal que

(5) m(A) < _i_ para todo AG? con A(A)c S 4 M

Utilizando ahora el lema anterior tenemos que, para cada nGM , 
existe un compacto K tal que

X(K\K ) < _  y Y  I r es contiin . n I n IK

Sea K = A  K ; entonces O n = i n

i) es un compacto contenido en K

ii) A(k \ k ) = A ( k \ O k ) = A / U ( k \ k )) < E X ( K V K ) <

< E -L = S’
ftïl 2"

con lo cual ^(K^)= A(k\(K\K^))= X(K) - X ( K \ K  ) > X(K)-S > 0 
y por tanto 0 .

iii) Para cada nGIN la aplicacion  ̂Y"IK 6 C(K^,E) ya que

K C K y (r I _ es continua, o n n

iv) La serie Z  ̂  es débilmente incondicionalmente conver-osi n
gente en C(K^,E) pues si <re<Ŝ (]N)

Il Z: t  il = sup il E  t  (t)|| = sup II L  f  (t)||  ̂Il E  f  H ( N  .
''(f ' " te K, ncT ' " t e K, me<r ' n nef " "

Como K es metrizable y es no vacio el teorema de Borsuk-
Dugund ji (5.2.) nos asegura la existencia de un operador extension
de norma 1, S :C(K^,E)  ) C(K,E), tal que S(^) - «j» para ca­

da <|>eC(K^,E).
Por ser T incondicionalmente convergente, T»S : C(K^,E) -- > F es
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incondicionalmente convergente.
Sin embargo la imagen por T*S de la serie T. no converge ya 

que, para cada n6]N

n T “ S ( ^ n ^  8 ^  l l T ( S ( ^ n ^  =  Il ^ dm ̂  =  j| | dm +  j  ^S(<J>^) dm ||
^ (I [ 'f dm II - Il f S(t )dm| >

^ iĵ fn “ Il j dm II - Il j dm ||

Ahora bien, por (3) | dm || = 0 T(»̂ )̂ Il > £ ;

por (4), (5) y (ii)

11 J dm II  ̂Il Ŷ ll m( K^) < f/q 

y II j S(<|»̂) dm 11  ̂ Hs(«|>̂)l! m(K^) ^ HŶII m(K^) <

Por tanto, para cada n61N

11 T-S («b ) Il H1 I dm 11 - Il ( Y? dm M - 0 I S ( i ) dm || > € - * - £ = £* n J Vt ijjC •* k* 4 y 2

y esto contradice que T=S sea incondicionalmente convergente.
Por tanto T : B(E,E)---- > F es incondicionalmente convergente.

5.5- Teorema: Sea K un compacto metrizable. Entonces un operador 
T :C(K,E) — > F transforma sucesiones débilmente de Cauchy en suce­
siones débilmente convergentes si y solo si su extension 
^ ^ 'IB(Z E) ' B(Z,E) -- > F transforma sucesiones débilmente de Cau­

chy en sucesiones débilmente convergentes.
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Demostraciôn: Una implicaciôn es évidente.
Supongamos que T ;C(fC,E) -- > F transforma sucesiones débil­

mente de Cauchy en débilmente convergentes; entonces T es incondicio 
nalmente convergente y, por 2 .3., su medida asociada "m" toma valo­
res en L(E,F) y existe una medida finita y positiva AC rcabv(Z) tal 
que

(1) lim m(A) = 0  
X̂ A) -»o

Sea ) una sucesiôn contenida en la bola unidad de S(E,E) que

es débilmente de Cauchy; y supongamos que no converge débil­
mente en F.

Como (T(Y^̂ )) es débilmente de Cauchy en F, existe y"eF" tal que 

(T(Y>n̂  ̂ converge a y" @"(F" , F ' ) ; tenemos asi que y" 6 F"\ T .

El teorema de compleciôn de Grothendieck nos dice que una for­
ma lineal definida en el dual de un Banach es débil* continua si y 
sôlo si su restricciôn a la bola unidad cerrada es débil* continua 
(ver p.e. 3.11.4. de C 21]).

Por tanto, como y" : F ' — ► IR no es IT(F',F)-continua, existe una 
red ( y ^ ' c  B(F ' ) que converge a cero (T(F',F), y existe eyO tal

que
(2) , y">| X £ Vo(e P.

Por (1) existe E>0 ( E < A ( K) ) tal que

(3) m(A) < e/g para todo AGE con A(A)<E .

Utilizando el lema 5.3. y de forma anâloga a como hicimos en la
demostraciôn anterior tenemos que existe un compacto K^c K que ve- 
rif ica

i) K es no vacio y A( K^) E
ii) para cada nGJN la aplicaciôn i K ' ^o  ̂^
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es continua.

Como (y^) es puntualmente débilmente de Cauchy, lo mismo le 
ocurre a la sucesiôn (^^) ; y de 4.1 se deduce que (<|>̂) es débilmente 
de Cauchy en C(K^,E).

El teorema 5*2. nos asegura la existencia de un operador exten­
siôn s : C(K^,E) ---> C(K,E), que es una isometria sobre su imagen.
Con lo cual (T«S (^^)) converge débilmente en F a un cierto y6F.

Ahora bien, como converge a cero (T(F',F) , existe
tal que

1 y et
Sea o<̂ , entonces existe nSIN tal que

|< T((p^) - y ,  y^ >( < s /c

y l<T*S -y, y^ >1 < fe/é

y asi tenemos que

| < y " , y ^ > U  | < y " , 5^’ > |  +  l <  ? < r „ > - ’'•s < + „ >  ■ y «  > 1  +
+ |<T.s (+n>-y • y.(>l + l<y.y«> I <

<3f+ly^'llT(,._^)-T.S(+„)ll < dm;

= i + Il i,̂ .“fn-®'+n'>'̂ ll « i * 2"1(k;) < 1+1 I  = 3 i
es decir, | <y",yj>| < 3 1 Vot^ ; pero esto contradice (2).

Luego (T((p̂ )) converge débilmente en F.
Por tanto, teniendo en cuenta que S(Z,E) es denso en B(£,E),

T : B(Z,E)  ►F transforma sucesiones débilmente de Cauchy en débil­
mente convergentes.
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5.6. Teorema: Sea K un compacto metrizable. Entonces un operador
T :C(K,E) --> F transforma sucesiones débilmente convergentes en
sucesiones convergentes en norma si y solo si su extensiôn 
T=T"jB(j g^ :B(I,E) -- > F transforma sucesiones débilmente conver­

gentes en sucesiones convergentes en norma.

Demostraciôn: Una implicaciôn es obvia.
Supongamos que T : C(K,E) -- > F transforma sucesiones débil -

mente convergentes en sucesiones convergentes; entonces T es incondi 
cionalmente convergente y, por 2.3., su medida asociada "m" toma 
valores en L(E,F) y existe una medida finita y positiva Aercabv(Z) 
tal que

(1) lim m(A) = 0 
X(A)-*o

Sea una sucesiôn contenida en la bola unidad de S(I,E) que
converge a cero débilmente. Si suponemos que (T(vp̂ )) no converge a
cero en norma, entonces existe f>0 y existe una subsucesiôn de

(que notâmes igual) tal que
(2) 0 T(y^)|| > E VneiN.

Por (1) existe > 0 (S ̂  A(K) ) tal que
(3) m(A) < 6/è para todo AGI con A(A) < E

Por el lema 5.3. y razonando anâlogamente a como hicimos en la 
demostraciôn de 5.4., tenemos que existe un compacto c K tal que

i) es no vacio y A ( ) < S

ii) para cada nGIN, la aplicaciôn — v E es
ocontinua.

Como (y^) converge a cero débilmente puntualmente, de 4.1. se 
deduce que (^^) converge a cero débilmente en C(K^,E).

Sea S :C(K^,E) — > C(K,E) un operador extensiôn que es una 
isometria sobre su imagen, cuya existencia tenemos asegurada por
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5.2.. Entonces (T»S (̂ ^)) converge a cero en norma. Por tanto existe 
n^GIN tal que

I|t-S (̂ )̂|| < c/3 Vn» n^
Con lo cual, para cada n n^

0 T(ip^)0 ( II T(f^)-T-»S (<^^) II + II T«S(4^) II <

< II j^ S<4„)cta II + A =

“ I' *" • * i ^

ï 2K k ' )  ,  i  < 2 A + A *  3 £

pero esto contradice (2).
Luego ) converge a cero en norma y por tanto, gracias a

la densidad de S(E,E) en B(Z,E), T transforma sucesiones débil­
mente convergentes en sucesiones convergentes.




